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Estimados estudiantes:

Nos complace darles la bienvenida a un nuevo afio escolar y a una nueva oportunidad de
adquirir muchos conocimientos matematicos.

Como Ministerio de Educacidn, Ciencia y Tecnologia (MINEDUCYT) a través del Proyecto de
Mejoramiento de los Aprendizajes de Matematica en Educacién Bdsica y Educacidn Media
(ESMATE) hemos creado para ustedes diversos materiales educativos, uno de ellos es el Libro
de texto que tienen en sus manos.

Este libro contiene multiples problemas y actividades con los que podran desarrollar su
razonamiento y mejorar las capacidades matematicas que les seran muy utiles para resolver
situaciones de la vida diaria.

Por ello, les invitamos a abordar cada actividad que contiene este libro como un reto a vencer
y contamos con que pondrdn todo su esfuerzo y dedicacion para convertirse en ciudadanos
ejemplares que contribuyan al desarrollo de nuestro querido pais.

Carla Evelyn Hanania de Varela
Ministra de Educacién, Ciencia y Tecnologia

Ricardo Cardona Alvarenga
Viceministro de Educacién y de Ciencia y Tecnologia ad honorem



Presentacion del libro

Segunda edicion
En la presente edicidn se han incorporado las sugerencias y observaciones brindadas por los docentes
de tercer ciclo del sistema educativo nacional.

Iconos
La letra P representa el Problema inicial. En el primer momento de cada clase, el estudiante
debe pensar una solucién a partir de una situacidon problematica la cual permite introducir el
contenido que se va a desarrollar.

La letra S simboliza la Solucién. En este segundo momento, el texto propone una o varias
formas de resolver el problema planteado.

(: Con la C de Conclusién se llega a la explicacidon del contenido. Aqui se relacionan los momentos
Py S para explicar con lenguaje matematico la finalidad del contenido.

La letra E representa un ejemplo. A veces es necesario presentar un problema adicional,
gue permita consolidar el contenido de la clase.

El apiz representa la seccion de problemas y ejercicios.

Informacion complementaria
En el libro se utilizan algunos elementos que facilitan el aprendizaje de los contenidos, como presaberes,
pistas, informacion adicional como historia de la matematica, esto se representa con diferentes colores:

Informacion

Presaberes Pista .
adicional

En la informacidon adicional donde aparezca la
imagen del Dr. Alberto Sanchez, es porque se
presenta historia de la matematica como un
recurso de aprendizaje.

El Dr. Alberto Sanchez, un matematico salvado-
refio del siglo XIX, describié una curva que él
llamo la cornoide, este fue uno de sus trabajos
mas relevantes como matemadtico.

Esta curva aparece en la contraportada de este

Alberto Sénchez (1864-1896) | lfbro.

Distribucion de las clases

El libro estda compuesto por 8 unidades didacticas, cada una formada por diferentes lecciones y cada
leccion estd compuesta por distintas clases. En la numeracién del titulo de cada clase, el primer nimero
indica la leccion y el segundo indica la clase. Por ejemplo, el titulo de la clase 3 de la leccidén 2 de la
unidad 4 de este libro se representa de la siguiente manera:

Indica el nimero de leccion

2.3 Caracterizacion de los angulos correspondientes

Indica el numero de clase

<
°
©
i
c
=)

El nimero de la unidad aparece en una etiqueta morada en la parte lateral de las paginas impares.
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Operaciones
algebraicas

Si un fendmeno ocurre una vez puede ser un accidente, si ocurre dos veces tal vez sea
casualidad; pero si ocurre tres o mas veces, genera un patrén. La busqueda de patrones
en la naturaleza ha sido una necesidad humana, esto debido a la constante busqueda por
explicar su entorno; por ejemplo, la posibilidad de comprender el cambio de las estacio-
nes, los movimientos de los cuerpos celestes, la trayectoria de un objeto, qué es el fuego
0 como crear luz manipulando electrones. Todo esto hizo comprender que la Unica magia
que permite predecir cualquier fendmeno es la de los modelos matematicos.

Unidad

Los modelos matematicos estan relacionados a
través de dos procesos: la abstraccion y la inter-
pretacion, y se utilizan para modelar fenédmenos
naturales, sociales o caracteristicas y propieda-
des de los niumeros y sus operaciones, como por
ejemplo, patrones de ocurrencia de terremotos,
las ondas electromagnéticas que emiten vy reci-
ben los aparatos electrénicos. El modelaje ma-
tematico de un fendmeno busca encontrar un
patron basico o reglas para identificar su ordena-
miento interno y sus regularidades. Estas reglas
son representadas por simbolos y letras que se
conocen como expresiones algebraicas.

Objetos que emiten ondas electromagnéticas
en la vida cotidiana.

dad d b "o o0
En esta unidad aprenderds sobre operaciones con -3 o0 0

n
expresiones algebraicas y su uso para modelar pro- n=4 . . . .

piedades con los numeros y sus operaciones, asi _
o o = @ @ @ @ @
como para resolver situaciones cotidianas.

Patron geométrico de la suma de Gauss.



1.1 Comunicacion con simbolos

I Efectla las siguientes operaciones:

a) Valor numéricode 2z -5,siz =8 b) (3x —5) x (-2)
c) (-8 +4a)=+2 d) (-6y + 15) + 3 + (2x + 8) x (-=5)
S a) Valor numérico de 2z -5, siz =8 b) (3x—5) x (-2)
Sustituyendo el valor de z: Multiplicando cada término de la expresion:
2z2-5=2x8=5 (3x = 5) x (~2) = 3x x (=2) = 5 x (-2)
=11 =—6x + 10
C) (-8 +4a)+2 d) (~6y + 15) + 3 + (2x + 8) x (=5)
Efectuando la division: Efectuando multiplicaciones y divisiones:
(-8+4a)+2=-8+2+4a+2 (—6y +15)+3+(2x +8) x (-5)=—6y +3 + 15 + 3 + 2x x (-5) + 8 x (-5)
=—4 +2q =-2y +5-10x —-40
=2a -4 =-10x—-2y —35

1. Identifica los coeficientes y las variables en los siguientes términos:

a) 3x b) —6b c)-7mn

2. Identifica los términos en las siguientes expresiones algebraicas:

a)2x -5 b)7b-3a-1 c)2x+7st—4

3. Sustituye el valor de cada variable y determina el valor numérico de cada expresion algebraica.

a)ba-1,sia=2 b)x-4,six=-5 c)6y—1,siy=% d)2a+4,sia=—%
4. Realiza las siguientes multiplicaciones:

a)(4x +7)x2 b) (n-5)x3 c)(3a +2)x(-4) d) (¢ -5) x(-3)
5. Realiza las siguientes divisiones:

a)(8u+24)+4 b) (-4n-10)+2 c) (9y +3)+(-3) d) (-15a —5) + (-5)

6. Efectua las siguientes operaciones y reduce términos semejantes:

a)(-6y +12)+(-2)+(x+5)x3 b) (-5y +1) x (-2) +(x —8) x4




1.2 Definicion de monomio, polinomio y grado

P Maria tiene 5 veces la edad de Carlos y la edad de Carlos es igual a la suma de la edad de Ana y Antonio.

S

Representa la edad de Maria utilizando las edades de Ana y Antonio.
Utiliza a para representar la edad de Ana y b para representar la edad de Antonio.

Como la edad de Carlos es la suma de la edad de Ana y la de Antonio:
Edad de Carlos = edad de Ana + edad de Antonio = a + b.

La edad de Maria es 5 veces la edad de Carlos:
Edad de Maria = 5 x edad de Carlos =5 x (a + b) = 5a + 5b

Por lo tanto, la edad de Maria utilizando las edades de Ana y Antonio se representa por la expresién
5a +5b.

La expresion algebraica formada por una o mas variables con
, .. . . 7 2 < Exponente
exponentes y un numero llamado coeficiente, y que ademds solo | Coeficiente—> /X7 \ . /.o

hay operaciones de multiplicacién se conoce como término. ;
Observa que el nimero -7 es un mono-

3 mio donde los exponentes de las variables
Por ejemplo: 5x, y, 2ay, <%, by, -7. son todos cero (x° = 1).

Las expresiones formadas por un término o por la suma de dos o mas términos se conocen como
polinomios.

Observa que el polinomio 2x?> — 3ax + 5 esta

Por ejemplo: 5a + 5x, 4y — 2, 2x* — 3ax + 5. formado por los términos 2x2, —3ax y 5.
2x*—3ax +5=2x>+(-3ax) +5

Se define monomio como el polinomio formado por un solo Términos

término.

Se define el grado de un término como la suma de todos los exponentes de las variables.
Grado 3
. , . P S
Por ejemplo, el grado del término —4xy? es 3, porque —4 x x x y x y, la suma de los exponentes es 3.

Se define el grado de un polinomio como el mayor grado de los términos que conforman dicho poli-
nomio. Grado 2

Por ejemplo, el grado del polinomio 6x3 + 5x*> — 7x es 3, porque 6x3 + 5x? + (—7x) y el mayor grado de

todos los términos es 3. Grado 3 Grado 1

1. Identifica los términos que conforman los siguientes polinomios:

a)3a+2x b) 6t +5z-2 c) —%a+2x3 —% d) —ab + 2tv?
2. Determina el grado de los siguientes monomios:

a) 4x3 b) —5xz <) %xzaa d) —%ab2x3

3. Determina el grado de los siguientes polinomios:

a) -6xyz b) 7x + 3¢ c) %xz(f - xa? d) —uvw? + v? —%2



1.3 Reduccion de términos semejantes en un polinomio

Reduce los términos semejantes en los siguientes polinomios: Los términos que poseen la

misma variable elevada al
a)3x+5a—-2x+4a b) 2y? + 8y — 9y + 3y? mismo exponente se llaman:
términos semejantes.

Términos
semejantes
/ \

4x +5a - 2x +4a

S a) 3x+5a—2x+4a~_ Ordenando términos (b) 2y*+8y—9y +3y?

semejantes. T
=3x—-2x +5a +4a = Zyz + 3y2 + 8y -9y semejantes

Reduciendotérminos C Y se reducen asi:
=(3-2)x+(5+4)a“ semejantes. =(2+3)y*+(8-9)y ax+bx=(a+b)x
=x +9a =5y? -y

=9q +x

S

C Para reducir términos semejantes en un polinomio se realizan los siguientes pasos:

1. Se ordenan los términos semejantes.

Si las variables de dos
términos estan elevadas
a potencias diferentes,
entonces los términos NO

2. Se reducen los términos semejantes.

Por ejemplo: 7¢? + 2c — 4¢* + 3c. son semejantes.

1.7¢2+2c—4c*+3c=7¢*—4c* +2c + 3¢ Por ejemplo, 5x” y 5x NO

2 - (7 _ 4)02 + (2 + 3)C son términos semejantes.
=3c?+5¢

1. Reduce los términos semejantes en los siguientes polinomios:

a)3a+2a b) 6x + 5x c)3x+5a-2x+3a d)5y+9b-6b-6y
e)6t+2z—-t-5z fldx—y-2y+x g) 9t* + 2t - 7t> + 6t h) 3y —3y*—4y*+ 9y
i)a’+5a-5a*+a j)Z2+9z+3z-2° k)xy+%y—3y+%xy I)az—Za—%a+%a2

2. Explica por qué el siguiente procedimiento para reducir términos semejantes en un polinomio es
incorrecto.
dx +5a—-2x+4a =4x—2x +5a + 4a
=(4-2)x+(5+4)a
=2x +9a

=11xa



1.4 Suma y resta de polinomios

I Efectua las siguientes operaciones con polinomios:

a) (4x + 3y) + (5x — 2y)

b) (2x + 5y) — (-3x + 9y)

La ley de los signos es:

“La multiplicacion de dos
numeros de igual signo es
positiva y de dos nimeros de
diferente signo es negativa”.

a) (4x + 3y) + (5x — 2y)

S

S Utilizando la ley de los signos y expresando sin los paréntesis.

b) (5y + 2x) — (9y — 3x)

Ve

Observa que puedes resolver utilizando

=4x+3y +5x—-2y =5y+2x—-9y+3x la forma vertical:
Reduciendo términos semejantes: a) 4x + 3y b) 2x + 5y
= 4x +5x+ 3y - 2y = 21+ 3% + 5y - 9y (+) 5x—2y (=) —3x + 9y
Ix+ y 5x -4y
=9x+Yy =5x —4y g
J

C Para efectuar sumas y restas de polinomios, se realizan los siguientes pasos:

1. Se utiliza la ley de los signos para expresarlos sin paréntesis.

2. Se reducen los términos semejantes.

Por ejemplo: (3a + 5b) — (4a — 3b).

1.(3a+5b)- (4a—-3b) =3a+5b—-4a+3b
2. =3a-4a +5b+3b

=—a +8b

Efectua las siguientes operaciones con polinomios.

a) 6x + 2y
(+) 3x-5y

d) (x+2y) + (6x—y)

g) (-6t +2z)— (72— T7t)

NEx+7y—-2)+(4x—y +6)

Esigual a

b) 4a +5b 4a +5b
(<) 7a-=9b (+)-7a+9b

e) (5xy + 4y) — (7x — 8xy)

h) (6a*+2a)—(a*-5a)

k) (—ab+5a—-4)-(4a—-ab +9)

c) (9x + 2y) + (7x = 5y)

f) (4ab-3a) + (5a—2ab)

i) (=2¢ + 2u) — (2t + 2u)

[) (-8 +5m —4m?)— (m?>+9—-m)



1.5 Multiplicacion de un polinomio por un nimero

P

del cartel.

L x | 3

Para hacer un cartel fue necesario unir dos piezas como lo muestra la figura. Determina el area total

S El cartel tiene dimensiones 5 de ancho por (x + 3) de largo. "

x + 3 !

Entonces el area del cartel es 5 x (x + 3) = 5(x + 3). 5

Y también se puede calcular el area de cada pliego y sumarlas.

Area1:5xx=5x

Area2:5x3=15

Entonces, el area total es: 5(x + 3) = 5x + 15.

—U—

Por lo tanto: 5(x + 3) = 5x + 15.

C Para realizar la multiplicacion de un polinomio por un niumero, se multiplica el nimero por cada término

del polinomio. Por ejemplo: —=3(4x — 3y — 2)

—3(4x—3y—2) = (-3) x 4x + (-3) x (=3y) + (=3) x (=2)

=-12x+9y +6

®Realiza la siguiente operacién: 5(x —4a) - 2(3x — 4a).
Se multiplica y se reducen los términos semejantes:
5(x —4a)—-2(3x —4a) = 5x — 20a — 6x + 8a
=5x—-6x—-20a +8a

=—x-12a

Desarrolla las siguientes multiplicaciones de un nimero por polinomio:

a) 3(4x +y) b) —6(2x —7y) c)7(2a—-3-4b)

e) 6(4t —3b) —5(~t +2b) f)-2(8y*—5y)-3(-7y +»?) g)-8{& -2

d) -5(5-4a - 6b)

h) (-2x + 4y —12) x%




1.6 Division de polinomio por un nimero

P Realiza la siguiente division de un polinomio por un niumero: (10x —4a) + 2.

S -

Cambiando la division por la multiplicaciéon Distribuyendo la divisidon en cada monomio.
con el numero reciproco del divisor.

(10x —4a) +2=(10x + 2) + (-4a + 2)

(10x - 4a) + 2 = (10x — 4a) x & _ (52) + (~20)

Multiplicando el nimero con el polinomio =5x-2a
(clase anterior):

Observa la simplificacién de la
solucién de la izquierda.
1 1 1
(10x —4a) x5 =10x x 5 —4a x 5 5. 4 2
2 2 2 106 x % —fla 2%
1 1

=5x-2a
_ J

C Para realizar la divisién de un polinomio por un nimero, se multiplica el reciproco del nimero por cada
término del polinomio. Por ejemplo, (15x— 6y —9) + (-3).

(15x — 6y —9) + (3) = (15x — 6y — 9) x (-%)

=150 % (~3) =6y x (~3) =9 (~3)

=-5x+2y+3

E

Realiza la siguiente divisidon de un polinomio por un nimero: (-30x* — 10x + 25) + (-5).
Se multiplica por el reciproco y se reducen términos semejantes.
(—30x2 — 10x + 25) + (-5) = (-30x2 — 10x + 25) x (—%)
= =302 x (—) — 10x X (—4) + 25 x (-+)

=6x2+2x-5

Efectua las siguientes divisiones de un polinomio por un nimero.

a) (16x — 8a) + 2 b) (-24b-12)+6 c) (9xy — 45y) + (-3) d) (-21x? + 49x) + (-7)

e) (45x*>-20x—-35)+5 f)(-20y—-36x—4)+4 g)(16y+24x+48)+(-8) h)(—63y+27x+54)+(-9)




1.7 Operaciones combinadas de polinomios con divisidn por un numero

S5x+2y  2y-x

Efectua las operaciones y reduce los términos semejantes: = 3

Expresando con un término equivalente:

S5x+2y  2y-x 2(5x+2y)  2y-x
3 6 B 6 6

colocando como una sola fraccién:

2(5x+2y) - (2y — x)
6 ’

expresando sin los paréntesis:

10x+4y-2y +x
6 ’

ordenando términos semejantes:

10x+x +4y-2y
6 ’

reduciendo términos semejantes:

= 1llx+ 2y
6

Expresando como multiplicacion de un numero
por un polinomio:

S5x+2y  2y-x
3 6

=1 ~Lloy-
= (5x+2y) = £ (2y—x),

efectuando los productos:

reduciendo términos semejantes:

_u 1
RS

Observa que las respuestas de ambos
procedimientos son iguales:

1l1x+2y _ 11 1

L "& “e**3V

C Para realizar operaciones de polinomios con denominadores diferentes, se puede utilizar cualquiera de

las dos formas:

1. Utilizar el minimo comun denominador y reducir términos semejantes.
2. Expresarlos denominadores como multiplicaciéon por un nimeroy luego reducir términos semejantes.

®Realiza las operaciones y reduce términos semejantes: Zx;y - x_65y
2x-y  x-5y _ 2(2x-y) (x —5y)
3 6 - 6
_ 22x-y)-(x-5y)
6
_ 4x-2y-x+5y
- 6
_ 3x+3y B3x+y) _ x+ty
-7 6 6 )
EfectUa las operaciones y reduce términos semejantes:
a) 4x+y 3y —-2x b) 6z+5¢ 3t-z c) 4x+7y  2y-3x
9 3 3 2 2 4
3a-4y a-y + 5x 4y — 3x
d) — - — e)x+y+ f) x—y-——




1.8 Practica lo aprendido

1. Identifica los términos que conforman los siguientes polinomios:

a) 9st + 5x b) 312+ 7zs - 21

2. Determina el grado de los siguientes monomios:
a) 8xyz b) -5x3z
3. Determina el grado de los siguientes polinomios:

a) 7xa + 3t3 b) 6 - 6xyz

4. Reduce los términos semejantes en los siguientes polinomios:

a)3a+2a b) 6x + 5x c)5a+7x+3a-2x

5. Efectua las siguientes operaciones con polinomios:

a) 3x+7y b) (4ab + 4a?) - (6a*>—8ab) c)(-5n*+9n +3)—(-2n*-4n +1)
(+) 4x-9y

6. Realiza las siguientes multiplicaciones de un nimero por un polinomio:

a) -5(-2s + 6t) b) 3(4x — 3y) — 2(5x — 2y) c) (6x— 15y — 36) x %

7. Desarrolla las siguientes divisiones de polinomio con un nimero:

a)(-9s +24t)+3 b) (-54x? + 18x) + -9 c) (36x2 —12x +28) + 4

8. Efectua las operaciones y reduce los términos semejantes:

a) 10x + 4y + —-3x+y b) 2a+5b  3a-6b 2s -5t

32 8 10 40

c)s—t—




1.9 Multiplicacion de un monomio por un monomio

P Determina el area de un rectangulo que tiene 4x cm de largo y 3y cm de ancho.

.

3ycm
l 4x cm l
S )
El drea del rectangulo sera el resultado de la multiplicacién 4x x 3y.

Dividiendo el rectangulo en rectangulos mas pequefios de y cm de anchoy x cm de largo.

—x—
T
; T
el N\
y Observa que la multiplicacion de los
monomios 4x x 3y se realiza asi:
4xx3y=4xxx3xy
f 4 i =4x3xxXYy
= 12xy

El drea de cada rectangulo pequeio es x x y = xy (base x altura).

Hay 4 rectdngulos de area xy a lo largo y 3 a lo ancho.

Por lo tanto, el drea del rectangulo que tiene 4x cm de largo y 3y cm de ancho es la suma del drea de
los 4 x 3 =12 rectdngulos de area xy, asi:
A=4xx3y=4x3xxxy=12xy.

S

C Para multiplicar dos monomios se multiplican los coeficientes de los monomios y luego se multiplican

las variables. Por ejemplo: 7x x (=5y).
Al multiplicar dos potencias de la

7x x (-5y) =7 x(-5)xxxy misma base se puede expresar
_ como una sola potencia:
= -35xy
bxb*=b x (bxb)=0b

®Realiza las siguientes multiplicaciones de monomios:
a) 2b x 562 b) (-4n)?
Se multiplican los coeficientes y las variables. Se multiplican los coeficientes y las variables.
2bx5b%=2x5x b x b? (-4n)’ = (-4n) x (—4n) x (-4n)
=(-4)x(-4)x(-4)xnxnxn

= 1063
=—64n°
Efectua las siguientes multiplicaciones de monomios:
a) 5x x 6y b) 8b x (-3a) c)-7m % (-3n) d) 9x x 4x3
e) -9a? x a? f) (-2n)? g) —6ab x (-8a?b) h) —-9ab x 3(-a)?



1.10 Division de un monomio por un monomio

I Realiza las siguientes divisiones de monomios:

a) %yzz + %yz

b)12ab + (-4b)

a) %yzz + %yz

Expresando como division de fracciones, utilizando
el reciproco del nimero y simplificando.

12525, _ Y2.52
ERAGAI-E O RS
Yz, 9
-3 >(5y2

1 1 3
ynyzx)B

X5 X X
Peox g

2y

siguiente manera:

: - 1
12ab + (-4b) = 12ab x "y

b) 12ab + (-4b)

Expresando la division como una fraccién vy
simplificando.
12ab

12ab + (—4b) = W

12ab
4b

3 1
__l2xaxb

T yxy
11

=-3a

Ademas, para el literal b) se observa que se puede aplicar la multiplicacién por el reciproco de la

Al dividir dos potencias puedes

=— 1izb simplificar:
3 1 2 1 1
dexb y22+y2:ﬁ=w=y

== 7 yz Y XR
AXY 11
1 1

=-3a

_

C Para dividir dos monomios se expresa como division de fracciones, se utiliza la multiplicacién por el

reciproco y se simplifica a la minima expresion.

Realiza las siguientes divisiones de monomios:

a) 18xy + 6x b) 24x3 + (—6x)

e) 6ab + %bc f) 10y%2? + %yz

c) 15mn + (-12n) d) -8a?b + 6ab?

g) —%Pu + f—otzu h) —%y“ + %yz




1.11 Multiplicacion y division combinadas de monomios con monomios

I Realiza las siguientes operaciones, luego simplifica el resultado a su minima expresion.

a) 7x? x 6y + (=3y°x) b) —2ab + 6ab? x (-3b)
S Expresando las operaciones como una fraccién.
X 21 1 az 1 11
a) 7x2x 6y + (-3y%*x) = — X X8y b) —2a2b + 6ab? x (-3b) = (24°B) Xz(zbf)
3y Bal
1y 1 %’1{5
Jx X2 _ax1
oy 1
1. .
y

S

C Para operar multiplicaciones y divisiones combinadas de monomios, primero se determina el signo
(utilizando la ley de los signos), y luego se expresa como una sola fraccién hasta simplificar a la minima
expresion.

E

Realiza la siguiente operacion, simplifica el resultado a su minima expresion: (—2a)® x (-4a?) + (—%")
L(2a) _ 3
(-2a)’ x (-4a?) = [-5-) =-8a®x4a’ x (E)

4a?
__ 8a’x4a’x3
2a
11
__4a’x4a’x3
1
= —-48a*

Efectla las siguientes operaciones, simplifica el resultado a su minima expresién.

a) 2x? x 6x + 3x* b) 10yz + 42% x (—62) c) a’b + (—ab) x (-b?)
d) —s’t x (—st?) + (-s*t?) e) (-2a)? + 6ab? x 9b f) —xy + (—2xy)? x (—4x)
g) 3y} x 6y + (-3y)? h) 24a%b* + 8ab x 3b i) (—2st)? x (-28) + (-3s?)

j) Tab?>x5a+5ab k) (—3x2) + 6x2° % (—4) ) =& + () x (-31?)



1.12 Sustitucion y valor numérico de polinomios

I Efectla las operaciones indicadas y luego determina el valor numérico de cada polinomio, utilizando los
valores dados para las variables.

(Ax—-5y)—(x—y)six=6,y=—4

S

Sustituyendo el valor de las variables en cada polinomio:
(4x—5y)—(x—y)=4x—5y —x+Yy
= 3x-4y
=3 x 6 —4 x (—4); sustituyendo el valor de las variables.
=18+ 16
=34

S

C Para encontrar el valor numérico de un polinomio sustituyendo el valor de las variables, primero se
reducen los términos semejantes.

®EI volumen de un cono esta dado por el polinomio %nrzh, donde r es una constante (numero), r es el
radio de la base del cono y A es la altura. Determina el volumen de un cono de 2 cm de radioy 6 cm de
altura.

Sustituyendo los valores de las variables ry A en el polinomio del volumen del cono.

r=2

h=6 Entonces, para este caso, %nrzh = %n x (2)?> x 6 = 8.

Por lo tanto, el volumen del cono de radio 2 cm y altura 6 cm es 8 mcm?.

1. Efectua las operaciones indicadas y luego determina el valor numérico de cada polinomio utilizando
los valores de las variables indicadas.

a) (Bx—-2y)+(x—y)six=5y=-2 b) (x+3y)—(x—y)six=1,y=—4
c)(x-y)-2(x-y)six=8,y=-2 d) 3(x—2y)—(2x—5y)six=-4,y=5
e) (6x—y)—2(3x=5y)six=-2,y=3 f) (4x-y)—(5x-3y)six=-6,y= 4

2. Analiza y determina cudl de los siguientes polinomios representa la suma de las primeras filas, en la
siguiente figura, n representa el nimero de fila. Auxiliate del grafico. n=1 Py

=2
a)2n-1 b) %n(n+1) nZS .‘...
n=4 @ @ @ @
000 0 O
L] [ ]

n



. Identifica los términos que conforman los siguientes polinomios, el grado de cada término y el grado
del polinomio.

a) Sxyz + 22 b) 5x*+ 72 - 21xz c) 6ab — 6st? d) 3xyz

. Efectla las siguientes operaciones con polinomios:

a) (10a—7b +9)—(-3a—b +5) b) (5xy — 5y?) + (-8xy + 8y?) c)(8t2+2—4t)—(-t* -2t + 7)

. Realiza las siguientes multiplicaciones y divisiones de un nimero por un polinomio:

a)-7(10m—8n) b) 10(2a —5b) - 7(-2a +3b) c¢)(35x—5z2)+5 d) (-64x? + 16x) + (-8)

. Efectla las operaciones y reduce términos semejantes.

a)ém-3n m-2n b)) 2a+5b -3a +6b . ~9%-3z 5, _ 5t-u
55— + 3 3 z c)y-z 7 d)t-2u 3
. Realiza las siguientes multiplicaciones de monomios:
a) 9t x 6s b) (—-4n?) x 6n? c) 7ax8ab d) (-7a)?
. Desarrolla las siguientes divisiones de monomios:
a) 36mux = 9x b) (~18s?) + 108 ¢) 12ay* + Say d)—sw* + $w

. Realiza las siguientes operaciones, simplifica el resultado a su minima expresién.

a) 4y x 15y° 10y’  b)(-5n)+15mn?x12m  c)(-4ab)*x (-2b)+ (-6b*) d) (-3w?) + (~w?) x (-5w)

. Efectla las operaciones indicadas y luego determina el valor numérico de cada polinomio, utilizando los
valores de las variables indicadas.

a)(2x—=5y) +(-4x+y)six=3,y=-3 b) 2(-x+y)—-(3x—-y)six=-1,y=4

c) (4x—-3y)+5(x+y)six=7,y=-5 d) =5(x—2y)— (-4x—-6y)six=-4,y=5



2.1 Suma de numeros consecutivos

I Efectua las siguientes sumas, determina un procedimiento para sumar 5 nimeros consecutivos.

1+ 2+3+4+5-=
13+14+15+16+17 =
28+29+30+31+32=

S Efectuando las sumas y buscando algun patron.

1+ 2+4/3% 4+ 5= 15 (5x
13+ 14 +{151+16+17=_75 (5x En matematica, para solucionar un
28 +29 +30/+ 31 +32=150 (5% problema pueden abordarse di-
versas estrategias, una de ellas es
la utilizada en esta clase, en la cual
se determina el resultado para
del centro. casos particulares y se busca un
“patréon” para formular una “con-
Comprobando “la conjetura” realizada a partir de las sumas | Jjetura”; es decir, una observacion
particulares. que al parecer se cumple en todos
los casos pero carece de sustento
légico, es Unicamente intuitivo.

La suma de 5 nimeros consecutivos parece ser 5 veces el numero

Tomando n como el primer término de una suma de 5 términos. Posteriormente se demuestra la
conjetura utilizando un método
lf, 1f, 1+5, lf, 1+7 inductivo. )

13, 13+1,13+2,13+3,13 +4

’t LS SRR S

, n+l1, n+2 n+3 n+4
Entonces, la suma de 5 términos consecutivos en general sera:

n+n+1)+(n+2)+(n+3)+(n+4)=5n+10=5x(n+2).

Por lo tanto, la conjetura es verdadera y la suma de 5 niUmeros consecutivos es 5 veces el nimero del
centro (ordenados de menor a mayor).

C Para conjeturar sobre la suma de 5 nimeros consecutivos fue necesario aplicar suma de polinomios.
Utilizando variables para expresar la situacion, se pueden comprobar varias propiedades que hay entre
los nimeros.

1. Escribe cinco niumeros consecutivos representando el nimero del centro con n; luego expresa la
suma de estos niumeros en términos de n.

2. Encuentra la propiedad de la suma de 7 nimeros consecutivos y compruébala.



2.2 Suma de un numero con su invertido

I Efectla las siguientes sumas de un numero con su invertido, demuestra si se cumple alguna regla.

12+21=__
63+36=__
91+19=

S Efectuando las sumas y buscando algun patron.

12+21= 33 =11x3

63+36= 99 =11x9
91+19=110=11x10

La suma de un nimero con su invertido es un multiplo de 11, ése cumplira siempre esta afirmacién?

Comprobando “la conjetura” realizada a partir de las sumas particulares de arriba, se toma y como el
digito de las unidades y x como el digito de las decenas, escribiendo el nimero mediante la expresion
de los numeros base 10.

63=60+3 Observa que en este caso, las variables x
63=10x6+3 y y representan digitos; es decir, nimeros
¢ ¢ entre 0y 9, y no se esta tomando en cuen-

ta el valor posicional de las decenas.

:10)(x+y

Entonces, la suma de un numero con su invertido utilizando las variables x y y, es:

(10x+y) +(10y +x) = 11x + 11y

=11(x +y)

Por lo tanto, la suma de un numero con su invertido siempre es multiplo de 11.

Para comprobar las propiedades de los niumeros, hay que utilizar variables adecuadamente segun la
situacion, identificar regularidades y aplicar las operaciones algebraicas necesarias para representarlas.

1. Determina si la suma de un nimero de 4 cifras con su invertido es multiplo de 11. Considera los casos
a continuacion:

a)1234+4321
b) 1032 +2301

c)1121+1211

2. Comprueba tus resultados del numeral 1.



2.3 Sumas de dias del calendario

I Efectua la suma de los dias del calendario que estdn sombreados, demuestra si se cumple alguna regla

en general. Febrero 2017
L MM J V S D
1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 11 12
13 |4 15 16 17 18 19
200 21 122" 23 24 25 26
27 128

S Efectuando las sumas y buscando algun patrén:
Colorrosado: 2+ 8+ 9+10+16=45=5x9
Color azul: 14+20+21+22+28=105=5x%x21

Las sumas de los cinco dias coloreados parecen ser 5 veces el nimero que queda al centro.

Comprobando “la conjetura” realizada a partir de las sumas particulares de arriba; se toma n como el
término del centro de la parte sombreada.

Entonces, un dia después serd denotado por n + 1y un dia antes por n — 1.
Ademds, para denotar el mismo dia, pero de la semana anterior, serd n — 7 y el mismo dia la semana
siguiente serd n + 7.

La suma de los 5 dias coloreados estara dado por:

14 + 20 +21+ 22 + 28

\ Voo \
(21-7)+(21-1)+21+(21+1)+(21+7)
(n=7)+ (n-1)+n+(n+1)+ (n+7)=5n

Por lo tanto, la suma de los dias sombreados en esta forma en el calendario es 5 veces el nimero que
gueda al centro.

: Cuando se trata de varios numeros, es importante elegir el nUmero que se representara con la variable
conveniente, para identificar los patrones y expresarlos mediantes expresiones algebraicas.

\ Utiliza polinomios para comprobar la regla que hay en la suma de los dias sombreados en los siguientes

calendarios:
a) Febrero 2017 b) Febrero 2017 c) Febrero 2017
L MM J V S D L MM J V S D L MM J V S D
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 11 12 6 7 8 9 10 11 12 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 13 14 15 16 17 18 19 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 20 21 22 23 24 25 26 20 21 22 23 24 25 26

27 28 27 28 27 28



2.4 Resolucion de problemas utilizando polinomios

I Carlos tiene 25 centavos de délar para comprar dulces en la tienda, si los dulces de miel cuestan 3

S

S

centavos y los de eucalipto 2.5 centavos cada uno. Tomando a como la cantidad de dulces de miel, b
como la cantidad de dulces de eucalipto, establece el polinomio que representa la situacién. Luego
responde, Carlos compra 5 dulces de miel, écudntos dulces de eucalipto puede comprar con el vuelto?

Cada dulce de miel cuesta 3 centavos de ddlar y cada dulce de eucalipto 2.5, se gastan 25 centavos,
entonces se puede plantear la siguiente ecuacién:

Costo de los dulces de miel —> 3a + 2.5b = 25<— Dinero que tiene Carlos.

Costo de los dulces de eucalipto.

El problema pide la cantidad de dulces de eucalipto que puede comprar Carlos, es decir b; si compra 5
dulces de miel, es decir a = 5. Trabajando la ecuacién:
3a+2.5b=25 Multiplicando ambos lados por 2,

6a +5b =50
transponiendo el término 6aq,
5b =50-6a
b= sogea __ 6?(1 +10 dividiendo ambos lados por 5.
Finalmente para determinar cuantos dulces de eucalipto puede comprar Carlos hay que sustituir el

valor numérico de a =5 en el polinomio —%a + 10, se tiene _65—"5 +10=-6+10=4.

C

Para resolver problemas utilizando polinomios se pueden realizar los siguientes pasos:

1. Se identifican las variables del problema.

2. Se plantea una ecuacidn con las variables identificadas en el paso anterior.

3. Se despeja la variable que soluciona el problema planteado.

4. Se sustituye el valor numérico de una variable en el polinomio que resulta después de despejar.

@ Despeja la variable indicada y sustituye el valor numérico que aparece entre corchetes [].

%ab =5 [a, b=5]. Entonces, %ab =5 ab=15 a= % Por lo tanto, a = % =3.
Multiplicando por Dividiendo por b
3 ambos lados. ambos lados.
1. Despeja la variable indicada y sustituye el valor numérico que aparece entre corchetes [].
a)5x—-6y =25 [x,y=10] b)3.5t+u=7 [u,t=4] c)%wz=10 [w, z=15]

2. Un arquitecto trabaja en el disefio de las paredes de una casa; cuenta con dos tipos de ladrillo, el
primer tipo es de 10 pulgadas de altura y el segundo de 6 pulgadas de altura. Si la pared mide 72
pulgadas de alto, tomando w como la cantidad de ladrillos del tipo 1, z como la cantidad de ladrillos
del tipo 2, establece el polinomio que representa la situacidon. Ademas, el arquitecto decide que esta
pared debe tener 6 filas de ladrillos del primer tipo, écudntas filas del segundo tipo debe tener la
pared?




1. Determina un procedimiento para sumar 9 nimeros consecutivos.

2. Demuestra que si un numero de tres cifras tiene la cifra de las decenas dos unidades mayor que la de
las centenas y dos unidades menos que la de las unidades, entonces al sumarlo con su invertido el
resultado es multiplo de 111.

3. Utiliza polinomios para encontrar la regla que hay en la suma de los dias sombreados en los siguientes
calendarios:

a) Febrero 2017 b) Marzo 2017
L M M J V S D L M M J V S D
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26

6 7 819 10 11 12
13 14 15 16 /17 18 19
20 21 22 23 24 125 26

27 28 27 28 29 30131

4. Carlos compra 3 pupusas de queso con loroco y 2 revueltas, en total debe pagar $2.20. Si Carlos sabe
que las pupusas de queso con loroco valen $0.50, ¢ qué precio tienen las pupusas revueltas? Resuélvelo
utilizando polinomios y valor numérico.

5. ¢Cuantos cuadrados de 10 m? de 4rea son necesarios para cubrir un area de 200 m? si ya se han
utilizado 7 cuadrados de 20 m? de area?

6. El abuelito de Ana tiene problemas con uno de sus rifiones y el nefrélogo le ha recomendado que tome
2 litros de agua al dia. Para cumplir la recomendacién del médico, Ana quiere conocer la capacidad
gue tienen los vasos de su casa, y asi podra saber cuantos vasos con agua tendrd que beberse al dia el
abuelo. Considerando que los vasos tienen forma cilindrica. Determina cudntos vasos con agua debe
beber cada dia el abuelo de Ana; écomo se resuelve esto?

Nota: para resolver esta situacién, toma las medidas de un vaso cilindrico que esté en tu escuela o en
tu casa.

7. Una de las propiedades de la sucesién de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ... ) es que “la suma
de diez elementos consecutivos cualesquiera de la sucesion es igual a 11 veces el séptimo elemento de
ese grupo”. No es necesario que comience por el primer término de la sucesion. llustra la propiedad
con dos ejemplos y escribe una expresion algebraica tomando como x el séptimo elemento del grupo.



2.6 Practica lo aprendido

Expresa los siguientes problemas como ecuaciones con polinomios, luego resuélvelos utilizando valor
numeérico.

1. Carmen compra 2 chibolas de cristal y 4 metalicas por $1.90, ¢ cuanto cuestan las chibolas metalicas si

las de cristal cuestan $0.25 cada una?

2. Mario necesita 1024 MB para hacer un respaldo de sus archivos de la computadora, para ello cuenta
con 3 memorias USB con capacidad de 256 MB. ¢Cuantas memorias USB con capacidad de 128 MB
necesita Mario para esta labor?

TP

3. El volumen de un cono es 8rtcm?. Si el cono tiene un radio de 4 cm, determina la medida de la altura de
dicho cono. \

4. Beatriz vende pan dulce y ha olvidado el precio de la semita de pifia, pero recuerda que ayer Miguel
compro 2 semitas y 3 salpores y pagd $0.83. Si Beatriz sabe que cada salpor cuesta $0.11, ¢icomo po-
dria Beatriz saber el precio de la semita de pifa?

’ ‘,‘4;::;

5. José cultiva maiz y frijol, este aino venderd 5 quintales de frijol y 3 de maiz, él se ha proyectado recaudar
S500 con la venta de su cosecha. Si piensa vender el quintal de frijol a $85, équé precio debe tener el
quintal de maiz para que José logre su proyeccidon?

6. En la escuela de Maria se celebrara el dia del amor y la amistad, por lo que se requiere instalar algunos
parlantes, con el cuidado de que no sobrepasen los 120 decibeles de sonido. Si se cuenta con 2 parlan-
tes de 40 decibeles cada uno, ¢cuantos parlantes de 20 decibeles se necesitan?




Sistemas de ecuaciones
de primer grado con
dos incognitas

Los sistemas de ecuaciones lineales fueron resueltos por los babilonios, los cuales llama-
ban a las incognitas con palabras tales como longitud y anchura, sin que tuvieran relacién
con problemas de medida. La matematica comienza a interesarse por las operaciones que
pueden realizarse con cualquier nimero, y esta idea permite dar el salto desde la Aritmé-
tica al Algebra. En este contexto, Diofanto introdujo simbolos y dio soluciones algebraicas
de las ecuaciones especiales de primer grado con dos y tres incognitas, como x +y = 100,
x -y =40.

Agua de

0o Los sistemas de ecuaciones se utilizan para modelar

situaciones de diferentes contextos, por ejemplo

| : analizar el flujo de trafico en una red de calles que

se cruzan unas con otras, calcular el presupuesto de

un proyecto, analizar la oferta y demanda median-

Jugo de pifia te el equilibrio parcial, determinar la proporcion de
concentrado Mezcla elementos para una mezcla, optimizar procesos de

3 produccion, etc.
Preparacion de una mezcla.

Durante las clases siguientes estudiaras las
ecuaciones de primer grado con dos incogni-
tas, los métodos de solucion de los sistemas
y sus aplicaciones para resolver situaciones
de la vida cotidiana en diferentes contextos,

por ejemplo: geometria, ciencias naturales,

economia, etc. Uso de los modelos matemdticos
para representar la velocidad.




1.1 Solucion de ecuaciones de primer grado con una incégnita

P

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 3+4(x-2)=-3-5(x-5) b) 0.2x-0.03 =0.17x + 0.21 €) Hx+2=x

S a) 3+4(x-2)=-3-5(x-5) b) 0.2x-0.03=0.17x+0.21 c) 17—2x+%=x

3+4x-8=-3-5x+25 20x-3=17x+21 7 5

4x—5=-5x+22 20x-17x=21+3 12xpx+1l2xg=12xx

dx+5x=22+5 3x=24 7x+10=12x
9x =27 x=8 7x—12x =-10
x=3 -5x =-10

x=2

1. Determina el valor de x que satisface las siguientes ecuaciones:
a)3x-8=4 b) -4x-2=-18

d)11x-15=12 + 2x e)5(2x-3)-6=4x+3

2. Resuelve las siguientes ecuaciones:

c)2x-3=-x-9

f)3(x-—2)+x=5(x-3)+9

a) 0.5x-1.2=0.4x+3.3 b) 3+0.8x=2.4+0.9x

c) 0.2x-0.04 =0.16x + 0.28 d) 1.31x + 0.04 = 1.35x — 0.04

3. Resuelve los siguientes ejercicios:

o) o3 D -5-3=-%
S 92523
e)xT—’:*_%x f) 5x3—4=_%
8“7 =5 n-[=53)-5=3




1.2 Aplicacion de las ecuaciones de primer grado con una incognita

P

Resuelve la siguiente situacién: una la-
guna tiene 1200 m de perimetro, Ana
corre a una velocidad de 140 m/min en
direccién horaria, mientras que José
corre a una velocidad de 160 m/min
en sentido antihorario. Si ambos salen
del mismo punto al mismo tiempo, éen
cuantos minutos se vuelven a encon-
trar?

Encuentro

La suma de las distancias recorridas por Ana y José es equivalente a 1200 m.
Ana José 140x + 160x =1200

velocidad 140 m/min | 160 m/min 300x =1200
(metros/minutos) _ 13%%0

Tlempo : . x=4

(minutos)

Distancia 140x 160z

(metros) Anay José se encontraran después de 4 minutos.

1. Julia tiene una libreria, ella tiene $5 de ganancias por cada libro que vende y sus gastos mensuales
de funcionamiento son de $150, ¢cudl es la minima cantidad de libros que necesita vender para no
quedar endeudada?

2.Un tanque esta lleno de agua. Al utilizar la cuarta parte por la mafiana y la octava parte por la tarde
quedan en el tanque 100 galones, écual es la capacidad del tanque?

3. Marta renta un equipo multimedia a $20 por dia de uso, mdas una cuota Unica de $10, cuando se re-
tira el equipo del local. José tiene un negocio del mismo tipo en el que cobra $18 por dia de uso del
equipo, mas una cuota Unica de $26 al retirar el equipo. Carlos desea alquilar el equipo por 5 dias, éa
los cuantos dias el costo del alquiler es el mismo en los dos negocios?, éen cudl negocio debe alquilar
el equipo Carlos?

4. Se contrata un bus para hacer una excursién, si se hubieran completado los asientos el costo del
pasaje por persona hubiera sido de $10, pero faltaron 10 personas, entonces el costo del pasaje por
persona es de $15. ¢ Cudntos asientos tiene el bus?

5. Un vehiculo sale de la ciudad A a la velocidad de 60 km/h, dos horas mas tarde sale de la misma ciu-
dad otro vehiculo, siguiendo al primero, con una velocidad de 90 km/h.
a) ¢En cuantas horas alcanza el otro vehiculo al primero?
b) Si la distancia entre la ciudad A y otra ciudad B fuera 350 km, ¢lograria el segundo auto alcanzar al
primero?




1.3 Sentido de la ecuacion de primer grado con dos incdgnitas

P Carlos es un jugador de baloncesto, y en la final de 2015 acerté 7 tiros en total, ¢ cuantos tiros libres y
de 2 puntos acerté?

a) Considerando que acerté x tiros libres y y tiros de 2 puntos, escribe una ecuacidn que represente
la condicion “acerté 7 tiros.”
b) Construye una tabla para determinar los valores paraxvy y.

S ,
a) Considerando x tiros libres y y tiros de 2 puntos, entonces al formar la Las ecuaciones que se

ecuacion con la condicion “acerté 7 tiros”, se obtiene x + y = 7. aprendieron en séptimo
b) grado se llaman ecuacio-
X 0|1|2(3|4|5|6]|7 nes de primer grado con
na incégnita, por ejem-
y 706|543 |2]1]0 :m- neogntta, por €
Totalacertado |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |7 Sx+6=21

Las ecuaciones de la forma x + y = 7 se llaman ecuaciones de primer grado | Anora se tienen dos valo-
res desconocidos: x y y,

con d.os lncognltas,l y tal como se desarrolld anter.lormente, para estas por lo que se les denomi-
ecuaciones existe mas de un par de valores que las satisfacen. na con dos incégnitas.

S

®Seg(m Carlos, por acertar 7 tiros obtuvo 10 puntos. ¢Cuantos tiros libres y cuantos de 2 puntos acerté?
a) Escribe una ecuacion que represente la condicidon “obtuvo 10 puntos.”
b) Agrega una fila a la tabla anterior y encuentra los pares de valores que cumplen la nueva condicién.

x 0 1 2 3 4 5 6 7

y 7 6 5 4 3 2 1 0

Total acertado: x + y 7 7 7 7 7 7 7 7
Total de puntos: x + 2y 14 | 13 | 12 | 11 |10 | 9 8 7

Se considera siempre que ha acertado x tiros libres y y tiros de 2 puntos, entonces al formar una expre-
sién con la condicién “obtuvo 10 puntos”, se obtiene x + 2y = 10.

C Para satisfacer las dos condiciones y encontrar los valores de x y y que satisfagan las dos condiciones,
se plantean las dos ecuaciones de forma simultanea | X +Y =7
x+2y=10
A la combinacién de dos ecuaciones se le llama sistema de dos ecuaciones y la solucién del sistema
serd el par de valores que satisfacen las dos ecuaciones. En el ejemplo, la solucidn del sistema es x = 4,
y=3.

Lee la siguiente situacion:

Ana tiene en su cartera 8 billetes, haciendo un total de $55, unos billetes son de $5 y otros de $10.
¢Cudntos billetes de cada tipo tiene, considerando que Ana tiene x billetes de S5y y de $10?

a) Escribe una ecuaciéon que represente la condicién “Ana tiene 8 billetes”.
b) Escribe una ecuacién que represente la condicion “un total de $55 ”.
c) Elabora la tabla y determina cuantos billetes de cada tipo tiene.



1.4 Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incognitas

I En la tienda Vida Sana, una libra de uvas y una de manzanas cuesta $5
y una libra de uvas y tres de manzanas cuesta $11. ¢Cual es el precio de
una libra de uvas y una libra de manzanas?

a) Representa cada condicién con una ecuacion.
b) Construye una tabla para determinar los pares de valores que cum-
plen cada ecuacion.

S a) Considera como x el precio de la libra de uvas y como y el precio de la libra de manzanas.

Costo de una libra de uvas + costo de una libra de manzanas ——> x+y=5

Costo de una libra de uvas + costo de tres libras de manzanas ——> x+3y=11

b) Para elaborar la tabla, considera las dos condiciones {i:g;:sll
59 0 1 2 3 4 5
y 5 4 3 2 1 0
x+y 5 5 5 5 5 5
x+3y 15 13 11 9 7 5

Los valores para x y y que cumplen las dos condiciones son x = 2, y = 3; entonces, el precio de una libra
de uvas es de S2 y el de manzanas $3.

-

C Los valores que cumplen las dos condiciones del problema se les llama solucién del sistema, entonces
resolver un sistema de ecuaciones es encontrar los valores que satisfacen las dos ecuaciones.

1. De los siguientes pares de valores, écual es la solucidn del sistema de ecuaciones { 2’;:%’: ég :
a)x=15, y=5
b)x=20, y=6
c)x=14, y=4

2. éA cual sistema de ecuaciones corresponde la solucién x =3, y=17?

a) x+y=4 ) x+y=4 0 x+y=4
2x-y=6 2x+y=5 3x+2y=11



1.5 Sentido del método de reduccion

P En el Mercado Central el precio de 2 pifias y 5 sandias es de 12
délares y el de 2 pifias y 3 sandias es de 8 délares, écual es el
precio de 1 pifia y de 1 sandia?

S Si se representa graficamente: ) .
Llamando x dodlares al precio de la

Precio de 1 pifa , precio de 1 sandia ‘ pifia y y délares al de la sandia, al
representar la solucidn grafica 1y 2

. . ‘ . . w12 délares @ se tiene:

{2x+5y=12 ©
' ‘ ‘ w8 dblares (2) @

2x+3y=8
‘ ‘ - /| d6lares @ A p.artir de estas dos ecuaciones se
obtiene: 2y=4 @

‘ - 2 délares y=2
2x+3x2=8, de donde
El precio de 1 pifia es de S1y el de la sandia de $2. se obtiene x = 1.

C Para resolver un sistema de ecuaciones en el que los coeficientes de una de las incégnitas tienen igual
signo e igual valor absoluto:

1. Se encuentra la diferencia restando los miembros izquierdos y 2x+5y=12
derechos de las dos ecuaciones, respectivamente. (-) 2x+3y=8
2y=4
2. Se obtiene una nueva ecuacién con una incoégnita. y=2

3. Se resuelve la ecuacién obtenida.

4. Se sustituye el valor obtenido en cualquiera de las dos ecuaciones sustitlyendoyisi2ienila

del sistema. ecuacion
2x+3y=8
Al proceso descrito se le Ilama reduccion. Por ejemplo, para el sistema Jx+3x2=8
resuelto, x tiene coeficientes de igual valor absoluto e igual signo. Ix+6=8
2x+5y=12 2x =2
2x+3y=8 x=1

Resuelve los sistemas de ecuaciones aplicando reduccion por sustraccion.

2x+7y=22 3x-2y=20 -x+34y=0
a) _ b) )
2x+3y=14 2x -2y =10 2x+34y =9



1.6 Método de reduccion por adicion

3x-5y=25 (1)

S5x+5y=15 (2)

Considera los signos de los coeficientes e indica qué operacién realizar para
aplicar el método de reduccion.

Resuelve el sistema de ecuaciones {

Considera el signo
y valor absoluto de
los coeficientes de
laletra y.

S Al sumar los miembros izquierdo y derecho, respectivamente, de las dos ecuaciones se obtiene:

3x—-5y=25 —>@

(+) 5x+5y=15 —> (2)
8x =40
x=5

Sustituye x =5 en @ y encuentra el valor de y,

5x+5y=15
5(5)+5y=15
5y=15-25
5y=-10
y=-2

La solucién del sistemaesx =5,y =-2.

Generalmente, en algebra,
se suprime el simbolo x y
se expresa la multiplica-
cion con paréntesis; por
ejemplo, 5 x 5 = 5(5).

C Para resolver un sistema de ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas,
aplicando reduccion, es necesario considerar siempre el valor absoluto y el
signo de los coeficientes de las incégnitas.

Si los coeficientes de una de ellas tienen igual valor absoluto pero distinto
signo, se suman respectivamente los términos en ambos miembros de las dos
ecuaciones.

Por ejemplo, en el sistema resuelto anteriormente, los coeficientes de y tie-
nen igual valor absoluto, pero distinto signo:

3x—-5y=25
5x+5y=15

Tal como se muestra, cuan-
do se resuelve un sistema
de ecuaciones aplicando
reduccion, se obtiene una
tercera ecuacién con una
incognita:

¢ Si la ecuacién obtenida
no contiene a y, se dice
reducir y.

¢ Si la ecuacién obtenida
no contiene a x, se dice
reducir x.

Resuelve los sistemas de ecuaciones aplicando el método de reduccion por adicidn.

) 7x—-4y=3 b) 2x+3y=20
2x+4y =42 —2x+5y=—4

o 3x+2y=4 d) x—=2y=-7
-3x—4y=-2 —2x+2y=2



1.7 Método de reduccion por adicion o sustraccion, parte 1

I ¢Cémo puedes reducir un sistema cuando los valores absolutos de los coeficientes de la incégnita a
reducir no son iguales?
x+3y=-4 @

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
4x+2y=4 (2)

S5

x4 —> dx+ 12y =-16
@ > (-) 4x+2y =4 Recuerda la propiedad de
10y =-20 las igualdades: cuando mul-
y==2 tiplicas una ecuacidon por un
numero, se multiplica todos
. los términos de ambos miem-
Sustituyendo y en @ x+3y=—4 bros. Por ejemplo, si multipli-
x+3(=2)=—4 cas la ecuacion x + 3y = -4 por
x—-6=-4 * 4x + 3y) = 4(-4)
x=—4+6 Y
x=2

La solucién del sistemaesx =2, y=-2.

Para resolver el sistema de ecuaciones donde ninguna de las incdgnitas tiene coeficiente con igual
valor absoluto, pero al analizar los coeficientes para una de las incégnitas uno es multiplo del otro, es
necesario:

1. Identificar la incégnita que conviene reducir.

2. Multiplicar una ecuacién por un numero de modo que el valor absoluto del coeficiente sea igual al
coeficiente de la misma incégnita de la otra ecuacion.

3. Determinar qué operacion realizar: suma o resta.

4. Resolver la ecuacién reducida.

5. Sustituir el valor encontrado en el numeral 4 en cualquiera de las ecuaciones del sistema.

Para el ejemplo resuelto se eligié reducir x, pues tiene coeficiente 1 en @

Resuelve los sistemas de ecuaciones aplicando el método de reduccidn por adicién o sustraccion.

) { 2x+y=9 b) {Sx +6y=38 Identificar la incognita en |a
3x+5y=17 x+3y=7 que se desea reducir, lue-
g0 pensar un numero por

el que se debe multiplicar

para que sus coeficientes

— - _ tengan igual valor absoluto.
c {3x+2y 25 d) 2x+3y=-1
9x+5y=64 6x +5y=-7



1.8 Método de reduccion por adicion o sustraccion, parte 2

P

Resuelve el sistema {Sx— 4y=3 @
2x-3y=1 (2)

¢Qué debes hacer para que los coeficientes de una de las incdgnitas tengan igual valor absoluto y apli-
car el método de reduccion?

S

@ x2 9 6x—8y=6 @ x3 5 9x—-12y =9
(2) x3 —> () 6x-9y=3 (2) x4 —>(-)8x-12y=4
y=3 x =5
Sustituyendo y en (2) Sustituyendo x en (1)
2x—-3y=1 3x—4y=3
2x—-3(3)=1 3(5)-4y=3
2x—-9=1 15-4y=3
2x=1+9 —-4y=3-15
2x =10 —4y=-12
x=5 y:3
La solucién del sistemaes x=5, y=3. La solucidén del sistemaes x=5, y=3.

-

C Para resolver el sistema de ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas aplicando reduccion, es
necesario:

1. Identificar la incégnita que se va a reducir.

2. Multiplicar cada una de las ecuaciones por un numero de tal manera que la incognita que se va a
reducir tenga coeficientes de igual valor absoluto.

3. Identificar si se suma o resta para reducir.

4. Resolver la ecuacion reducida.

5. Sustituir el valor obtenido en la ecuacidn reducida, en una de las ecuaciones del sistema.

Resuelve los sistemas de ecuaciones aplicando el método de reduccién por adicidén o sustraccién.

) 3x-2y=18 ) 2x+ 3y =137 Para igualar los valores absolu-
7x—-5y =41 3x+5y=58 tos de los coeficientes primero
piensa la incégnita que vas a

reducir
1 Para tener coeficientes del mis-

) {6x -5y=-1 d) {735 +2y=6 mo valor absoluto, se puede

4x-3y=1 pensar en el mcm de los coe-
ficientes para que los calculos
sean mas sencillos.

1
5%x-2y=0



1.9 Sentido del método de sustitucion

P En el Mercado Central el costo de 1 quintal de frijol y 7 quintales de maiz es de 440 délares y el costo de
1 quintal de frijol es de 10 délares menos que el de 2 quintales de maiz. é Cudl es el precio de un quintal
de frijol y de uno de maiz?

S Si se representa graficamente:
Precio de un quintal de frijol ., precio de un quintal de maiz
Representando por x el precio

~ Como . esigual a | del quintal de frijol y por y el
. * =440 de maiz, para satisfacer las dos

\ - 10, se condiciones se forma el sistema:
""""""""" sustituye ‘ por
{x +7y =440 (1)

""""""""" - 10 x=2y-10 @
En la ecuacidn @ puede verse
que x = 2y —10.
Al sustituir (2) en (1) se obtiene: Sustituyendo el valor obtenido
y =50 en la ecuacidn @ x=2y-10
(2y —10) + 7y = 440
x=2(50) - 10 \1,
2y—10+7y =440
=100-10 =
9y = 440 + 10 g YTy =440
9y = 450 =90 ¢
¥y =50 (2y —10) + 7y = 440

J

S

C De las dos ecuaciones del sistema se obtuvo una nueva ecuacidn con una incdgnita, sustituyendo la
incégnita x en la ecuacion x + 7y = 440, y al resolverla se obtiene que el costo del quintal de maiz es de
S50 vy el de frijol de $90.

Tal como se muestra en el ejemplo, el método que reduce en una incégnita al sustituir una de las incog-
nitas por su expresion equivalente, se llama sustitucion.

Resuelve los sistemas de ecuaciones aplicando sustitucion.

x—3y=3 b 9x—-3y=12
)x=9y—3 ) y=11-2x
1
3x—5y=10 2x—y=-1
2
‘ {%y=9—2x d){2y=7—x



1.10 Método de sustitucion

I Aplica el método de sustitucion para resolver el siguiente sistema y describe el proceso realizado:

{ Sx+y=14
2x+3y =16
S N
Se tiene el sistema:
S5x+y=14 @ Despeja la incognita que
2x+3y=16 @ tenga coeficiente 1.
Se despeja y en la ecuacion @ y se obtiene: y =14 - 5x,
se sustituye y por 14 — 5x en la ecuacién
J @ S5x+y=14
2x+3y =16
2x + 3(14 -5x) =16 »L
-13x+42=16
-13x=16-42 \L
-13x=-26 2x+3y=16
x=2
Al sustituirx=2eny =14 -5x ‘L
y=14_5x 2x+3(14—5.9C)=16 )
y=14-5(2)
i i ‘114 - 10 La solucidn del sistemaesx =2,y =4.
. J

C Para resolver un sistema de ecuaciones de primer grado con dos incégnitas aplicando sustitucion, es
necesario considerar:

1. Identificar la incégnita que resulta mas facil despejar.

2. Realizar el despeje.

3. Sustituir la incdgnita despejada en el numeral 2 en la otra ecuacion.
4. Resolver la ecuacion obtenida.

Resuelve los sistemas de ecuaciones aplicando el método de sustitucion.

Para identificar la incognita
que resulta mas facil despejar
se puede ver los coeficientes.

) 3x+y=24 ) x—3y=-11
7x-3y=8 4x + 2y =40

0 x=y+9 d) y=2x-5
7x—2y=57 y=5x+4



1.11 Solucion de sistemas de ecuaciones con dos incognitas

10x—3y =4

Dado el sistema
B3y=4x+2

¢ Indica el método que consideras mas adecuado para resolverlo. Justifica tu respuesta.

e Determina la solucion.

S

e Aplicando reduccion.

{10x—3y=4 (1)

e Aplicando sustitucion.

{10x—3y=4 (1)

3y=4x+2 (2) 3y=4x+2 (2)
10x-3y=4 e Sustituye 3y en la ecuacion @
(+) —4x+3y=2 10x-3y=4
6x =6 10x—(4x+2)=4
_ 10x—4x-2 =4
x=1
6x=4+2
x=1

e En sustituye x =1
@ e Sustituyex=1en @

3y=4(1)+2
v =4(1) 3y=4(1)+2
3y=4+2
3y=4+2
3y=6
y=2 3y=6
y=2

La solucién del sistemaesx=1,y=2. La solucién del sistemaesx=1,y=2.

-

C

Para resolver un sistema de ecuaciones, se puede seleccionar un método segun los tipos de ecuaciones.

e Cuando las incdgnitas tienen coeficientes del mismo valor absoluto o uno de sus coeficientes es mul-
tiplo del otro, es mds facil aplicar el método de reduccidn.

e Cuando una ecuacién tiene despejada una incégnita o la incdgnita tiene coeficiente 1, es mas facil
aplicar sustitucion.

1. Resuelve los sistemas de ecuaciones aplicando el método que consideres mas adecuado.

| 3x+2y=14 b){—3x+4y=6

M 2y=5x-2 9x— 8y =-18

){y=2x+11 d){3x—2y=12
5x+6y=-2 dx+y=5

2. ¢En qué casos es mas util emplear el método de sustitucidon? ¢En qué casos es mas util emplear el
método de reduccion?



1.12 Sistemas de ecuaciones con coeficientes decimales

I Resuelve el sistema de ecuaciones.

{0.4x+ 1.7y=5.8 (1) Convierte los coeficientes en

0.1x+0.3y=1.2 @ numeros enteros y aplica uno
de los métodos estudiados.

S

1. Se convierten en ecuaciones con coeficientes enteros:

@ x10 ——> 4x+17y=58
(2) x10 ——> x+3y =12
Cuando se multiplica un nimero decimal por 10, 100

2. Se despeja x en @ 0 1000, es equivalente a mover el punto decimal a la
x+3y=12 derecha tantas unidades como ceros acompafian a la
- unidad.
x=12-3y (3)
. Ny 0.123x10=1.23 0.2x10=2
3. Se sustituye x en la ecuacion @ 0123 x 100 = 12.3 0.2 % 100 = 20
4x+17y =58 0.123 x 1000 = 123 0.2 x 1000 = 200
4(12-3y)+17y =58
48 — 12y + 17y =58 Recuerda multiplicar todos los términos de ambos
5y =58 - 48 miembros de la ecuacion.
5y=10
y=2

4. Se sustituye y=2en @
x=12-3(2)

La solucion del sistemaesx =6,y =2.
x=6

S

C Tal como se muestra en el ejemplo desarrollado, para resolver el sistema de ecuaciones cuyos coefi-
cientes son decimales, se multiplica cada ecuacién por un nimero tal que los coeficientes se conviertan
en numeros enteros, luego se aplica el método que se considere mas adecuado.

Resuelve el sistema aplicando el método mas adecuado.
éPor cuanto se debe mul-
tiplicar cada ecuacién para

0.2x+0.4y=3 b 0.15x + 0.08y = 1 convertir los coeficientes en
){Sx +y=21 ) { 0.5x+0.3y=3.5 ndmeros enteros?

Aungue no se conviertan en ente-
ros los coeficientes se puede resol-

0 0.2x+0.3y=0.1 d) 0.8x+2y=0.9 ver el sistema, pero el célculo serd
x+0.5y=3.5 0.4x - 3y =-0.55 mas complejo.

Intenta resolver los sistemas sin
convertir los coeficiente a nimeros
enteros, luego compara tus resulta-
dos.




1.13 Sistemas de ecuaciones con coeficientes fraccionarios

P

Resuelve el sistema de ecuaciones.

2 3
Tr+oy=12 (1)

%x+y=15 @

Convierte los coeficientes
en numeros enteros y luego
aplica uno de los métodos
estudiados: reduccion o
sustitucion.

S

@x12 — > 8x+9y=144
(2) x9 ———> 7x+9y=135

2. Se reduce en Yy, restando@ de @

(1) ——>  8x+9y=144
(2) ——> (-) 7x+9y=135
x =9

3. Se sustituye x = 9 en la ecuacion (1)
8(9) + 9y = 144

1. Se convierten en ecuaciones con coeficientes enteros:

Se debe aplicar las propiedades de las
igualdades estudiadas en séptimo grado.

No olvidar multiplicar todos los términos
de ambos miembros de las ecuaciones.

9y =144 -72
9y =72
y=8 La solucion del sistemaesx =9, y = 8.
\
C - . |
Tal como se muestra en el ejemplo desarrollado, para resol- | Aunque no se conviertan en enteros los

ver el sistema de ecuaciones cuyo coeficiente es un nimero | coeficientes se puede resolver el sistema,
fraccionario, se multiplica cada ecuacion por un numero tal
gue los coeficientes fraccionarios se conviertan en nimeros
enteros, luego se aplica el método de solucion que se consi- | jos coeficiente a nimeros enteros, luego

dere mas adecuado.

pero el cdlculo serd mas complejo.
Intenta resolver los sistemas sin convertir

compara tus resultados.

Resuelve los sistemas aplicando el método mas adecuado.

Para saber por cual nu-

%x + %y =6 %x + %y =3 mero multiplicar, consi-
a) b) dera el mcm de los deno-
3x+5y=63 x—2y=-2 minadores.
%x—%y=—4 %x+%y=—2
C) 1 d) 1
x+3y=7 FXx+y=4




1.14 Sistemas de ecuaciones que contienen signos de agrupacion

P

Resuelve el sistema de ecuaciones.

Suprimir los signos de agrupacién para obtener
8x—3(x—y)=50 @ un sistema equivalente y luego aplicar uno de los
3(x+y)—(6y—5x) =41 @ métodos estudiados: reduccion o sustitucion.

S x

1. Realiza las operaciones indicadas:

@ —> 8x—-3x+3y=50 —> 5x+3y=50
(2) —> 3x+3y-6y+5x=41 —> 8x-3y=41

2. Reduce en y, sumando (1) y (2) En séptimo grado se aprendié a
@ ~ suprimir los signos de agrupacion
- 5x+3y =50 efectuando las operaciones indi-
@ —> (+) 8x—-3y=41 cadas y aplicando la ley de los sig-
13x =91 nos.
x=7

3. Sustituye x en la ecuacién @

5x+3y =50
5(7) + 3y =50
3y=50-35
3y=15
y=5 La solucién del sistemaesx =7,y =5.
. Y,

C Para resolver un sistema de ecuaciones de primer grado con dos incégnitas que tiene signos de agrupa-
cion, como el que se muestra en el ejemplo, es necesario:

e Suprimir los signos de agrupacién y efectuar las operaciones indicadas.
e Resolver el sistema aplicando el método que se considere mas adecuado.

Resuelve el sistema aplicando el método mas adecuado.

) 4x—-3y=21 b) 2(x—y)+34=0
Ay —-x)+y =-27 3x +5y=-7

c)

2% +5(2x +y) =19 d) %(4x—4)+%y=2
5(6x +y)—10=45 3(2x+34)-5y=—-4




1.15 Sistemas de ecuaciones de laforma ax+ by +c =0

I Resuelve el sistema de ecuaciones:

Transformar cada una de las ecuaciones del sis-
{O'Sx +13y-14.5=0 @ tema a la forma ax + by = —¢, dejando los dos

0.4x-0.3y-25=0 @ términos con incdgnitas a un solo miembro de
laigualdad.

S

1. Transpone el término independiente ¢ para llevar a la forma ax + by = —c.

(1) ——> 0.8x+1.3y=145
(2) — 04x-03y=25

2. Multiplica por 10 para convertir los coeficientes a nimeros enteros.

x 10— 8x+13y=145
x10——> 4x-3y =25

3. Reduce x, restando 2 veces (2) de (1)

@ — 8x + 13y =145
@ x2 ——— > (-) 8x—6y=50
19y =95

y=5

4. Sustituye y = 5 en la ecuacion (2)

4x -3y =25

4x-3(5)=25

4x—-15=25
4x=25+15

4x =40

x=10

La solucién del sistema es x =10, y = 5.

C Para resolver un sistema de ecuaciones de primer grado con dos incégnitas de la forma ax + by + ¢ =0,
como el que se muestra en el ejemplo, se debe:

e Llevar las ecuaciones a la forma ax + by = —c, efectuando la transposicion de términos.
e Resolver el sistema aplicando el método que se considere mas adecuado.

Resuelve los sistemas aplicando el método mas adecuado.

2x+5y+1=0 3x-5y-4=0 Intenta también resolver los sistemas
){3x—2y—8=0 ){15y=4x+3 sin llevar a la forma ax + by = —c.



1.16 Practica lo aprendido

Resuelve los sistemas de ecuaciones aplicando el método mas adecuado.
x+3y=4 ) x+3y=7
2x—-y=1 " | 5x=2y=-16

3 x+4y=3 4 x+y=16
" | 6x—-5y=-11 " | 5x—=3y=32
5 x+y=30 0.8x-0.2y=7
0.8x—0.5y=-2 0.4x +2y =14

1.17 Practica lo aprendido

Resuelve los sistemas de ecuaciones aplicando el método mas adecuado.

1 1 = —y=3
_x__y=4 3x+5y
.42 2 2.

1 1
x+y=10 3X-5y="4
3x +2y=1 x—2(x+y)=3y-2

3. x—5 4. . )
T=x+2y §x+7y=3

0.2x+0.3y+0.2=0

5. {6x—5y—7=0 6.
3 5

-13x+30y-4=0 Sy y_2 =
2x+4y > 0




2.1 Aplicacidn de sistemas de ecuaciones en geometria

Encuentra las dimensiones de un portén, sabiendo que
el perimetro mide 16 metros y la base mide 2 metros
mas que la altura.

1. Identifica las cantidades conocidas y las desconocidas, y define las incognitas; sea x la basey y la
altura.
“El perimetro mide 16 m” — > 2x+2y=16
“La base excede en 2 m ala altura” —> y=x-2

w+2y=16 (@

y=x=2 Escribir una ecuaciéon para
cada una de las condiciones
que plantea el problema.

2. Encuentra las igualdades y escribe el sistema {

3. Resuelve el sistema aplicando sustitucion.

2x + z(x_ 2) =16 El perimetro es:
2 2 4=16 2(base) + 2(altura) = 16
x+4x—4—16 2x+2y=16
X — =
4x =20
x=5
* Sustituye el valor x =5 en @
y=5-2
y=3 La base es 5 my la altura 3 m.

4. Verifica si la solucidn es pertinente a la situacion.
Los valores son positivos, por tanto son pertinentes para las dimensiones del portén.

Para resolver problemas mediante el uso de sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incégni-
tas, es necesario:

1. Definir las cantidades que se representan con las incégnitas.

2. Escribir las ecuaciones que corresponden a las condiciones del problema para plantear el sistema.
3. Resolver el sistema de ecuaciones.

4. Verificar si la solucidn es pertinente a la situacién.

1. Don Carlos heredd una parcela de forma rectangular, en la cual el largo mas el ancho mide 30 metros
y la diferencia entre el largo y el ancho es de 6 metros. ¢ Cudnto mide de largo y de ancho la parcela?

2. La base de un rectdngulo mide 20 cm mds que su altura. Si el perimetro mide 172 cm, écuales son las
dimensiones del rectangulo?



2.2 Aplicacion de sistemas de ecuaciones en ciencias naturales

P

Antonio, para ir a la escuela que dista 12 km de su casa, viaja en bicicleta a una velocidad de 20 km por
hora, desde su casa hasta el mercado y de ahi hasta la escuela corre a 4 km por hora. El recorrido tarda
en total 1 hora. ¢Cudl es la distancia que hay entre su casa y el mercado y del mercado a la escuela?

a) Elabora la tabla que representa la relacién
entre distancias y tiempos.

b) Escribe un sistema de ecuaciones que repre-
sente la informacion, luego resuélvelo.

a) Desde la casa (C) al | Desde el mercado Total
mercado (M) (M) a la escuela (E)
) distancia
Distancia x km y km 12 km Velocidad = P
Velocidad 20 km por hora 4 kmporhora | -------- distancia
Tiempo = —————
. X oy h 1 hora velocidad
Tiempo 20 hora 4 hora
) o x+y=12
b) Se plantea el sistema con las condiciones dadas: {£+l=
20 4
Se resuelve aplicando reduccién: @ xty=12
P " (3) x20 ——> (1) x+5y=20
-4y =-8
* Sustituyendoy=2en (1) y=2
x+2=12
x =10

Los valores x = 10 km, y = 2 km satisfacen las dos condiciones del problema; por tanto desde la casa al
mercado hay 10 km y del mercado a la escuela hay 2 km.

C Para resolver situaciones de las ciencias naturales, es importante que se identifique e indique las mag-
nitudes que seran representadas por las incégnitas x y y; luego plantear el sistema y resolverlo.

1. Carlos viajo6 a la playa el fin de semana en su vehiculo; desde su casa a la playa hay 50 km, desde su
casa hasta la gasolinera llevaba una velocidad de 30 km por hora, y de ahi hasta la playa condujo a
15 km por hora. El recorrido tarda en total 2 horas. ¢Cual es la distancia que hay entre su casa y la
gasolinera y de la gasolinera a la playa?

2. Un bote que navega en aguas tranquilas, alcanza una velocidad de 25 km por horay con el viento a su
favor 30 km por hora. Para ir desde el muelle hasta el punto de pesca tardd 3 horas y media. ¢ Cuanto
tiempo navegd en aguas tranquilas y cudnto tiempo con el viento a su favor, considerando que entre
los dos lugares hay 92 kilémetros?



2.3 Aplicacion de sistemas de ecuaciones en aritmética, parte 1

-

P

S

Ana compré su vestido con un descuento del 15%, su hermana Beatriz comprd otro vestido 25 ddlares
mas caro que el de Ana, pero consiguio un descuento del 20%, vy al final solamente pagd 8 ddlares mas
gue Ana. ¢Cual era el precio de cada vestido sin el descuento?

a) Elabora la tabla que representa la relacion entre los precios.
b) Escribe el sistema de ecuaciones que represente las condiciones del problema y resuélvelo.

L Vestido de Ana Vestido de Beatriz Comparacién de precios
Precio original x délares y ddlares y=x+25
Descuento 15% de x 20%dey | = ——====---
Precio con descuento 0.85x dodlares 0.8y ddlares 0.8y = 0.85x + 8 ddlares

. - ) y=x+25 @
2. Se plantea el sistema con las condiciones del problema: {O.Sy - 0.85x+8 @

e Se convierten en enteros los coeficientes de la ecuacidn @
80y = 85x + 800

3. Aplicando el método de sustitucion: e Sustituyendo x = 240 en la ecuacién @
80(x + 25) = 85x + 800 y =240+ 25
80x + 2000 = 85x + 800 y =265
80x — 85x =800-2000
x =240
4. Precio sin descuento Descuento Precio con descuento
Ana $240.00 $36.00 $204.00
Beatriz $265.00 $53.00 $212.00

Por tanto, Ana pagd $204.00 por el vestido y Beatriz $212.00.

C Para resolver situaciones sobre tanto por ciento mediante el uso de sistemas de ecuaciones, es impor-

tante indicar los datos que serdn representados por las magnitudes x y y; luego plantear el sistema y
resolverlo.

1. Maria ha comprado un pantaldn y una blusa. Los precios de estas prendas suman $70.00, pero le han
hecho un descuento del 10% en el pantalén y un 20% en la blusa, pagando en total $59.00, ¢cual es
el precio sin descuento de cada prenda?

2. Un comerciante compra dos objetos por $200.00 y los vende por un total de $233.00. Si en la venta
de uno de los objetos gana el 25% y en el otro pierde el 20%, écuanto pagd por cada uno de los ob-
jetos?



2.4 Aplicacion de sistemas de ecuaciones en aritmética, parte 2

I En el zooldgico tienen avestruces y cebras a razén de 7 a 8, si entre
todas se cuentan 92 patas, ¢cuantas avestruces y cuantas cebras hay?

N
S 1. Llamando y al nimero de avestruces y x al nUmero de cebras, representa las condiciones:
“arazonde7a8” yx=7.8 —> 8y =7x
“se cuentan 92 patas” A4x+2y=92 —> 4x+2y =92
e Las partes de una razon:
. 8y=7x (1)
2. Se plantea el sistema: {4x+ 2y =92 @ a:b
Antecedente Consecuente
e La propiedad fundamental de las
3. Se resuelve el sistema: proporciones.
* Despejar y de la ecuacién (1) S .
axd=bxc
_7
y=gx
e Sustituiry = ZLx, en la ecuacion @ e Sustituye el valor x =16 en @
8 $]
by + 2(Lx) = 92 y=2(16)
8 8
Ax +4x=92 y=7(2)
16x + 7x = 368 y=14
23x =368
x =16
L Por lo tanto, hay 14 avestruces y 16 cebras. )

C Los sistemas de ecuaciones pueden utilizarse para resolver distintas situaciones de la vida cotidiana, tal
como se evidencia en los ejemplos desarrollados:

e Geometria: areas de figuras planas, perimetro, etc. e Matematica financiera: tanto por ciento, etc.
¢ Ciencias naturales: movimiento rectilineo, etc. e Aritmética: razones, proporciones, etc.

1. Un fontanero y su ayudante reciben por la instalacién de tres sanitarios $270.00, los que se reparten
en larazén 7:2, éicuanto dinero recibira cada uno?

2. Las edades de dos hermanos son entre si como 2:5 y ambas edades suman 28 afios, écual es |la edad
de cada uno?

3. El perimetro de una cancha de futbol mide 432 metros. Si la razén entre el ancho y el largo es 5:7,
écudnto mide cada lado de la cancha?



Resuelve los problemas aplicando las estrategias y métodos de solucion aprendidos.

1. Mario entrena en el rio. Primero nada contra la corriente y demora 30 minutos en recorrer 2 kiléme-
tros. Luego, nada a favor de la corriente y demora 15 minutos en recorrer la misma distancia.
a) éCuantas cantidades desconocidas involucra el problema? ¢ Cuales son?
b) éCudles son los datos conocidos del problema?
c) éQué condiciones impone el problema sobre estas cantidades? ¢ Cdmo se expresan matematicamen-
te estas condiciones?
d) ¢éCual es la velocidad de Mario respecto al rio y la velocidad del rio respecto a la orilla?

2. Carlos pagd una cuenta de $300 con billetes de S5y de $10. En total empled 45 billetes para hacer el
pago, écuantos billetes de cada valor utiliz6?

3. Un numero de dos cifras es tal, que la cifra que ocupa el lugar de las decenas es el doble de la que ocupa
el lugar de las unidades, y la diferencia de las dos cifras es igual a 3. Calcula ese niumero.

4. Juan dispone de un capital de $8,000.00, del cual una parte la deposita en una cuenta al 5% de interés
anual y otra al 6% anual. Calcula ambas partes sabiendo que el capital acumulado al cabo de un afio
serd de $8,450.00.

5. Miguel pagd $84.00 por 3 cajas de clavos y 5 cajas de tornillos. José comprd 5 cajas de clavos y 7 de
tornillos, y tuvo que pagar $124.00, ¢cudl es el precio de cada caja de clavos y de cada caja de tornillos?

Valora si los datos y las condiciones son suficientes para que los siguientes problemas tengan solucién o
que la solucidn sea logica.

1. Enlagranja El Corral se han envasado 300 litros de leche en 120 botellas de dos y cinco litros. ¢ Cuantas
botellas de cada tipo se han utilizado?

2. El propietario de una hacienda ha decidido sembrar dos tipos de cultivo: maiz y frijol. La semilla del
maiz cuesta $4 por tarea, y la del frijol $8 por tarea. El costo de mano de obra es de $10 por tarea para
el maiz y de $20 por tarea para el frijol. Si el propietario dispone gastar $216 en semillas y $5,400 en
mano de obra, ¢cudntas hectareas de cada cultivo podra sembrar?

3. Si al antecedente de una razén le sumamos 3 y al consecuente le restamos 2, la razdn se convierte en
6:7; pero si al antecedente le restamos 5 y al consecuente le sumamos 2, la razén resultante es 2:5,
écudl es el valor del antecedente y del consecuente de la razén?

4. Un elaborador de jugos artesanales se dispone a preparar una mezcla entre dos variedades. Para res-
ponder a un pedido de compra, el volumen total de la mezcla a obtener debe ser de 1420 litros. Si el
volumen de coco que interviene en la mezcla es igual a dos tercios del volumen de pifa mas 120 litros,
écudntos litros de cada variedad deben mezclarse para obtener la variedad de jugo deseada?



Funcion lineal

Unidad

El término funcién fue usado por primera vez en el afio 1637, por el matematico francés
René Descartes, para designar una potencia n de la variable x. En 1694, el matematico
aleman Gottfried Wilhelm Leibniz utilizd el término para referirse a varios aspectos de una
curva, como su pendiente. Hasta recientemente, su uso mas generalizado ha sido defini-
do en 1829 por el matematico aleman Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), quien
escribié una definicion de funcion donde relaciona la variable x y y mediante alguna regla
o correspondencia que le asigna automaticamente un valor a y.

//;
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Para modelar el tiempo de llenado de una

usuales en la modelizacion de fendmenos de las distin-
tas ciencias y de la vida diaria, asi como sus caracteris-
ticas generales, tanto analiticas como graficas. Especi-
ficamente se revisara la funcion lineal y sus elementos,
qgue utilizaras para resolver situaciones en diferentes
contextos; por ejemplo, determinar el total a pagar en poLARES e |
una factura, a partir del analisis de consumo mensual [l oo o s 5 eronsemuon o 1008 swos o o e |

pila se puede utilizar la funcion lineal.

y los cargos fijos.

Las funciones permiten describir el mundo real
en términos matematicos, como por ejemplo,
las variaciones de la temperatura, el movimien-
to de los planetas, las ondas cerebrales, los ci-
clos comerciales, el ritmo cardiaco, el crecimien-
to poblacional, etc.
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El total a pagar en una factura se puede
determinar mediante una funcion lineal.



1.1 Recordando el sentido de la proporcionalidad directa

I Un corredor de maratén ha avanzado 2 km en los primeros 8 minutos de su recorrido. Si mantiene la
velocidad después de los 8 minutos:

1. Encuentra la constante de proporcionalidad. é
2. Representa la distancia recorrida y, después de x minutos. //ﬁ
3. ¢Cuanto tiempo tardard en completar los 42 km del recorrido? E

S 1. Como se conoce un par de valores para x y y, se sustituyen en la expresion y = ax para calcular el A
valor de a.
y=ax, cuandox=8,y=2.
2=a(8)
2

INERS

8
a =
2. Al expresar la distancia y, después de x minutos, se tiene y = %x.

3. Para determinar en cuanto tiempo completa los 42 km de recorrido, se sustituye el valor de y = 42,
en y= %x.
1

42 = 7%, entonces x = 168 minutos.

Por tanto, para completar los 42 km, necesita 2 horas con 48 minutos.

1. Un automovil consume 5 litros de gasolina por cada 100 kildmetros que recorre.

a) Encuentra la constante de proporcionalidad.

b) Representa la cantidad de litros de gasolina consumida y, después de x
kildmetros.

c) éCuantos litros de gasolina necesita para recorrer 1250 kildmetros?

2. Por un grifo salen 38 litros de agua en 5 minutos, completa la tabla y responde.

Tiempo 5 10
Litros de agua 38 76 152

a) ¢Es proporcional el numero de litros al tiempo transcurrido? Justifica tu respuesta.
b) ¢Cuanto tiempo debe transcurrir para que se tengan 228 litros?

3. Tres fotografias cuestan 5 ddlares, seis fotografias 9 ddlares. Razona si el nimero de fotografias es
directamente proporcional a su precio.

4. Por 3 horas de trabajo, Alberto ha cobrado $60. ¢ Cudnto cobrara por 8 horas, si el pago recibido es
directamente proporcional al tiempo trabajado?



1.2 Aplicaciones de la proporcionalidad directa

I La tabla muestra la relacion entre el lado de un cuadrado y su perimetro, completa la tabla y realiza lo
siguiente:

Lado x (cm) 1 2 3 4 5

Perimetro y (cm) 4 8

1. Determina si existe proporcionalidad directa entre la medida del lado del cuadrado x y su respectivo
perimetro Yy, justifica tu respuesta utilizando la relacién y = ax.

2. Representa el perimetro y, cuando el lado del cuadrado mide x.

3. Representa graficamente la relacion entre la medida del lado de un cuadrado y su perimetro.

~
S Al completar la tabla se tiene:

Lado x (cm) 1 2 3 4 5

Perimetro y (cm) 4 8 12 16 20

1. Como se conocen algunos valores para x y los respectivos valores para y, se puede calcular la
constante de proporcionalidad calculando el cociente entre ellos:
Six=2,y=8,entonces 8=a(2),a= % =4, se puede verificar que el cociente es igual para todos los
casos.

2. Como la constante de proporcionalidad es 4, entonces y = 4x.

12 (3,12)

3. Para elaborar la grafica de la relacidn entre el lado del cuadrado

y su perimetro, es necesario representar en el plano algunos 10 y=4x
pares de valores para x y y de la tabla, luego se unen con seg-

mentos de recta para considerar todos los posibles valores que 8 2
pueda tomar el lado del cuadrado. .

e Six=0,y=4(0) =0, este seria el minimo valor que puede =t

tomar x, en este caso el cuadrado se vuelve un punto. 2| Jos,2)

e Six=0.5,y=4(0.5)=2. O A A T

Asi se pueden determinar mads pares ordenados haciendo variar
la medida del lado del cuadrado.

C Para representar la relacion de proporcionalidad directa en forma y = ax, a partir de un par de valores
de las variables:

e Se sustituyen los valores en las variables y se forma la ecuacion.
e Se encuentra el valor de la constante en una ecuacion.
¢ Se sustituye el valor de la constante en y = ax.

Para elaborar la grafica de proporcionalidad directa y = ax, se toma el punto de origen O(0, 0) y otro
punto; luego se traza la linea recta que pasa por esos puntos.



1. Un automovil que viaja desde San Salvador hacia San Miguel, ha recorrido 50 km después de una
hora de camino, si continta a velocidad constante hasta llegar a su destino:

a) Determina si existe proporcionalidad directa entre el tiempo transcurrido x y la distancia recorrida
Yy, justifica tu respuesta.

b) Representa la distancia recorrida y, cuando ha transcurrido x horas.

c) Representa graficamente la relacién entre el tiempo transcurrido x y la distancia recorrida .

2. La grafica muestra la relacién entre la cantidad de y
pasteles en el eje x y el total a pagar en ddlares, en
el eje y.

12

10

a) ¢Cuanto cuestan 2 pasteles?

b)Encuentra la constante de proporcionalidad
entre el nUmero de pasteles y el costo. .

(6,3)

c) Escribe la relacion entre el nimero de pasteles x
y el costo a pagar y de la forma y = ax.

3.Un depésito se llena mediante una bomba que y
vierte 20 galones de agua por minuto.

80

a) Identifica, écudl de las tres rectas representa el
agua del depdsito en funcién del tiempo? 60

b) Determina la constante de proporcionalidad.
40
c) Escribe en la forma y = ax, la relacidn que hay
entre la cantidad y de agua que tiene el depdsito
después de x minutos. 20

d)éQué cantidad de agua tendra el depdsito des-
pués de 15 minutos? 5 T4 | 6 8§ W & % 1%

Para escribir la funcién y = ax a partir de la grafica:

e Se elige un punto por el que pasa la gréfica, cuyos valores son nimeros enteros.
e Se sustituye el valor de x y y del par ordenado en y = ax y se encuentra el valor de a.
e Se escribe y = ax, sustituyendo a por el valor encontrado.



1.3 Sentido de la funcion lineal

I La pila de la casa de Carmen tiene 5 litros de agua, al abrir el grifo, este arroja 3 litros de agua por mi-
nuto. La tabla muestra la variacion de los litros de agua en la pila a medida que transcurre el tiempo,
completa los espacios vacios y responde.

x (minutos) 0 1 2 3 4

v (litros de agua) 5 8 11

a) Analiza cémo varia la cantidad de agua en la pila con el paso del tiempo, ées y directamente
proporcional a x?

b) ¢ Qué cantidad de agua tendra la pila después de 5 minutos?

c) ¢Qué cantidad de agua tendrd la pila después de x minutos?

d) Escribe una ecuacion donde y esté en términos de x.

S Al completar la tabla se tiene:

x (minutos) 0 1 2 3 4
y (litros de agua) 5 5+3=8 8+3=11 11+3=14 14+3=17

a) Para determinar si y es directamente proporcional a x, se calculan los cocientes %, luego se com-

paran. Por ejemplo, % =8, 12—1 =5.5, y asi sucesivamente se comparan todos a medida que el tiempo

transcurre y la cantidad de agua en la pila aumenta, de donde se puede concluir que la razén % no
es constante y por tanto, y no es directamente proporcional a x.

b) Después de cinco minutos la pila tendra 20 litros de agua, 20=5+3+3+3+3 +3 =5+ 3(5).

c) Como la cantidad de agua en la pila es igual a los litros que tenia al inicio mas 3 litros por cada
minuto transcurrido, entonces después de x minutos tendra 5 + 3x litros de agua.

d) Considerando la cantidad de agua después de x minutos, se tienequey=5+3x0y=3x+5.

S

C Si se tienen dos variables x y y, donde y se puede escribir como una expresion de primer grado en x,
como el ejemplo mostrado arriba, se dice que iy es una funcién lineal de x, generalmente se expresa
de laforma y = ax + b: donde a indica que es una relacion de proporcionalidad entre las variables, b
es una constante y recibe el nombre de ecuacién de la funcion. Se puede obtener el valor de b obser-
vando la tabla donde x = 0. Cuando la constante b toma el valor de cero, la funcidn lineal coincide con
la proporcionalidad directa y se expresa como y = ax.

Para el ejemplo anterior, se tiene y = 3x + 5, donde se puede identificar @ =3y b = 5. Por eso se dice
gue la cantidad de agua en la pila no es directamente proporcional al tiempo transcurrido.

Un recipiente que contiene agua hasta 1 cm de altura comienza a llenarse a un ritmo constante de
3 cm por minuto.
a) Completa en la siguiente tabla los valores para la cantidad de agua que tiene el recipiente, donde
x es el numero de minutos transcurridos y y es la altura hasta donde se ha llenado el recipiente.

x (minutos) 0 1 2 3 4 5 6 7
y (centimetros) 1 4 7 10

b) éCual es la altura del agua después de un minuto? ¢Y después de dos minutos?
c) Determina el aumento de la altura en x minutos.
d) Escribe una ecuacién donde y esté en términos de x.



1.4 Funcion lineal

I Determina si la relacidn entre las variables para cada una de las siguientes situaciones corresponde a
una funcidn lineal.

1. Una candela de 140 milimetros (mm) de largo se enciende y se acorta
4 mm por minuto transcurrido. Tomando como y la longitud de la can- s Ix minutos
dela después de x minutos de encenderla, expresa y en funcion de x. MW

2. Carlos obtiene un salario de $200 por cada carro vendido. Representa
con y el salario que Carlos recibe al vender x carros, expresa y en fun-
cién de x. w e

S )
1. Como se acorta 4 mm por minuto, después de x minutos se acorta 4x, por tanto la longitud de la
candela que tenia 140 mm al inicio, después de x minutos serd y = 140 — 4x; es decir, y = —4x + 140, si
se compara con la expresidn y = ax + b, se obtiene a = -4y b = 140; por tanto, es una funcién lineal.

2. Carlos recibe $200 por cada carro vendido. Si vende x carros tiene un ingreso de 200x; entonces su
salario mensual al vender x carros sera y = 200x, al comparar con la expresion y = ax + b, se obtiene

que a =200y b = 0; por tanto, es una funcidn lineal.
x J

C La expresion y =ax+ b, paraa <0y la expresion de proporcionalidad directa y = ax, también son casos
de la funcién lineal.

e Laexpresion y=ax+ b, para a <0, a medida que x aumenta, y disminuye.
e La expresion y = ax, corresponde a la funcién lineal cuando b = 0.

Por ejemplo, en la situacidn 2 que se desarrolld, se puede ver que y =200x, donde b =0y corresponde
a una funcidn lineal, y también es una relacion de proporcionalidad donde la razén % =200.

1. Identifica las ecuaciones que corresponden a una funcidn lineal.

a) y=2x+1 b) y== c) y=-3x+2 d) y=3x

X

2. Escribe y en funcién de x, luego analiza si corresponde a una funcidn lineal.

a) Perimetro y de un cuadrado cuyo lado mide x.
b)Altura y de un tridangulo de base x y su area 16 cm?*
c) Perimetro y de un circulo de radio x.



1.5 Sentido de la razéon de cambio

I Marta tiene un taller de costura, mensualmente tiene un gasto fijo de 10 ddlares en energia eléctrica,

mas 3 ddlares por cada hora trabajada.

a) Completa la siguiente tabla tomando como y el total mensual a pagar por la energia eléctrica al
trabajar x horas al mes.

x (horas trabajadas) 0 1 2 3 4
y (ddlares) 10

b) Sitrabaja 8 horas, ¢cuanto paga de energia eléctrica? Y si se trabajan 100 horas, écuanto pagaria?
c) Expresay como una funcidn lineal de x.
d) Determina como cambian los valores de y a medida que los valores de x cambian.

S a) Al completar la tabla con las horas trabajadas y el total a pagar, se tiene:

+1

N

+1

+1

+1

x (horas trabajadas)

0

1

2

3

4

7y (ddlares)

10

13

16

19

22

N N NN NN

+3

+3

+3

+3

S

b) Como cada hora que trabaja genera un costo de 3 ddlares, entonces el total a pagar después de 8
horas trabajadases y=10+3+3+3+3+3+3+3+3 =10+ 3(8) =10+ 24 = 34 ddlares; y si trabaja
100, seriay = 10 + 3(100) = 310 ddlares.

c) Considerando el resultado del literal b), el total a pagar después de x horas trabajadas es y = 10 + 3x,
gue es equivalente a y = 3x + 10.

d) Para determinar cémo cambian los valores de y respecto a los de x, se toman 2 cantidades de horas
trabajadas distintas: 1 hora y 3 horas.

Variacionenx:3-1=2
Variaciéneny:19-13=6

Variacioneny _

Variacion enx %= 3, el cambio en y es 3 veces el cambio en x.

J

C Al comparar la variacién de la variable y respecto a la variacion de x en una funcidn lineal, a esa razén

, . . , . Variaciéon eny
se le Ilama razén de cambio; es decir, Razon de cambio = Variacion en'x -

Para el ejemplo desarrollado la razén de cambio es 3, esto se puede verificar comparando los valores
de y con los de x en dos tiempos cualesquiera de la tabla.

Miguel acompafio a su padre a comprar y observé que 2 libras de tomates cuestan $ 3.00. Le preguntd
a su padre cdmo se calcula el precio para diferente cantidad de libras de tomates, su padre le explica
que debe relacionar el numero de libras de tomates con el precio de una libra.

a) Llamando x al nimero de libras y y al precio, completa la tabla con los datos que hacen falta.

x (libras) 0 1 2 3 4 5 6 7
y (ddlares) 0 1.5 3

b) Si desea comprar 10 libras de tomates, écuanto debe pagar?

c) Si un comerciante desea comprar 50 libras de tomates, ¢ cuanto debe pagar?
d) Determina la razén de cambio tomando los resultados de los literales b) y c).
e) Si un comerciante desea comprar x libras de tomates, ¢ cuanto debe pagar?



1.6 Razéon de cambio

Observa los datos de la tabla: 0 1 2 3 4

20 | 18 16 14 12

a) Expresa y como una funcién lineal de x.

b) Si x toma el valor de 6, icuanto vale y? Y si x toma el valor de 9, écuanto vale y?

¢) Calcula la razén de cambio de y respecto a x.

d) Compara la razén de cambio con el valor de a en el resultado del literal a). ¢ Qué concluyes?

S +1 +1 +1 +1
a) Al observar x = 0, y = 20 y cada vez que x aumenta una NSNS N )
unidad y disminuye 2, entonces al expresar y en funcionde | . | o | 1 2 3 4
x, se tiene y = 20 — 2x, lo cual es equivalente a y = -2x + 20. yl20 18] 16 |14 ] 12

b) Para determinar el valor de y, se analiza la variacion de los valores que se reflejan en la tabla, tal
como se muestra en la figura. Mientras x aumenta una unidad, y disminuye 2; por tanto:
Six=6, y=20-2(6)=20-12=8.
Six=9, y=20-2(9)=20-18=2.

c) Se toman los valores en dos momentos y se determina el cambio en las dos variables:
Variacién en x: 4 -1 = 3. Variacién en y: 12 -18 = —6.

Yariaciéneny. ¢o tiane Razén de cambio: =2 = 2.

Utilizando la expresion Razdén de cambio = vz oo 3

d) Al comparar la funcidén y = —2x + 20, con la forma de la funcidn lineal y = ax + b, se tiene que
a =-2, en donde se puede concluir que la razén de cambio es igual al valor de a.

S

C En la funcion lineal y = ax + b, la razdn de cambio es constante y es equivalente al valor de a, es decir:

Variacion en y

Razon de cambio = v e on's

=a
Considerando la expresidon para determinar la razén de cambio se tiene:
e Variacioneny = a x (variacion en x), es decir, que el aumento en y es proporcional al aumento en x.

e El valor de a es equivalente al aumento de y cuando x aumenta una unidad.

@Para cada una de las siguientes funciones lineales, realiza:
1. Identifica la razén de cambio.
2. Determina el valor de y, cuando x = 4.

a) y=3x-5 b) y=-2x+3
Solucién.
a) Paralafunciony=3x-5 b) Parala funciony=-2x+3
1. Razén de cambio: 3 1. Razén de cambio: -2
2. Valor de y, cuando x = 4: 2. Valor de y, cuando x = 4:
y=3(4)-5=12-5=7 y=-2(4)+3=-8+3=-5

Para cada una de las siguientes funciones lineales, realiza:
1. Identifica la razén de cambio.
2. Determina el valor de y, cuando x = 6.

a) y=2x-7 b) y=-3x+4 c)y=%x+1



1.7 Caracteristicas de la funcion y=ax + b

I Si se tiene en la refrigeradora una jarra con agua a una temperatura de 3° Cy luego se pone a calentar
en la cocina y esta eleva la temperatura del agua 2° C por cada minuto que transcurre, si se representa
con x el tiempo transcurrido y con y la temperatura.

a) En tu cuaderno, elabora la siguiente tabla y complétala:

x (minutos) 0 1 2 3 4 5
y (centigrados)

b) Expresa y como una funcion lineal de x.

c) Grafica los pares ordenados (x, y) en el plano.

d) Estima otros valores paray tomando por ejemplo 0.5, 1.5, etc., para x. Grafica los pares ordenados
de los valores estimados.

S a) Al ir sumando los 2° C a la temperatura, por cada minuto que transcurre, la tabla queda de la
siguiente manera:

x (minutos) 0 1 2 3 4 5
y (centigrados) 3 5 7 9 11 13

b) Al analizar la variacién de los valores y con los de x, se observa que cada vez que x aumenta 1, y
aumenta 2, tal como se muestra en la figura, de donde se obtiene que y = 2x + 3.

+1 +1 +1 +1
x (minutos) 0 1 2 3 4 5
y (centigrados) 3 5 7 9 11 13
AN A\ A\ A
+2 +2 +2 +2

c) Considerando los valores calculados en el literal a), los puntos quedan graficados como se muestra

en la figura:
4 (5,13) .
o> Para graficar los pares ordenados en el
12 plano cartesiano:
.(4, 11)
10 b El valor de x se sittia sobre la recta horizon-
ol

tal o eje x, y a partir de ahi se cuentan las
o217 unidades de y desplazandose hacia arriba
si es positiva o hacia abajo si es negativa.

o L5)
s
 (CK:)
2
d) Al estimar y graficar otros valores para las variables
) RN xyy,los puntos van quedando cada vez mas juntos
hasta formar una linea recta, tal como se muestra
en la figura.
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C La grafica de la funcidén y = ax + b es una linea recta, que se
puede graficar conociendo los valores de las variables x y y
para al menos dos pares ordenados.

Por ejemplo, para la funcién y = 2x + 3, la grafica es una linea
recta que pasa por el punto (0, 3).

Todas las funciones lineales y = ax + b tienen una linea recta
como graficay siempre pasan por el punto (0, b); y en el caso
que b = 0, pasan por el origen del sistema de coordenadas

cartesianas. 75 3

10

12

14

x v 0 1 2 3 4 5

y=x+5

a) Grafica los pares ordenados (x, y) en el plano.
b) Estima otros valores para y asignandole otros valores a la variable x.
c) Completa la grafica de la funcion.

2. En tu cuaderno, elabora la tabla y complétala, calculando los respectivos valores de .

X . -3 | -2 -1 0 1 2

y=2x+3

a) Grafica los pares ordenados (x, y) en el plano.
b) Estima otros valores para y asignandole otros valores a la variable x.
c) Completa la grafica de la funcién.




1.8 Relacion entre la grafica de la funciony=ax+ b ylade y = ax

P A partir de la grafica de y = 3x, realiza lo siguiente:

’)s) / y=3x
a) Elabora la tabla, complétala y grafica la funcidn
y =3x+2en el mismo plano que y = 3x. °
J/
x NEIEIENERE )
y=3x w |9 -6]|-3]0 3 6 9 2
y=3x+2 /

b) Encuentra similitudes y diferencias entre la
graficadey=3x yladey=3x+2.

)}

c) Compara las graficas parax =0y x = 2. {Qué
concluyes? /

®

/

S \
a) Asignandole a x los valores enteros desde —3 a 3 y determinando los respectivos valores de y para

cada funcién se puede observar que los valores de y = 3x + 2, son el resultado de sumarle 2 a los
valores de y = 3x. La tabla queda de la siguiente manera:

% -3 -2 -1 0 1
y=3x —9\ 5 —6\ 5 —3\ 5 0\72 3\1.2 6\ A 9\ A
y=3x+2 | .. | 74| -ad| -1d]" 2T sd| 8d| 1

(<2}
I~

b) Al representar los puntos en el plano y unirlos, se
tienen las graficas que se muestran en el plano ‘/
de la derecha, en ellas se puede ver que ambas
corresponden a una linea recta, y tienen razén de
cambio 3, pero se diferencian en que y = 3x corta /
alejeyen0Oyy=3x+2cortaalejeyen?2. /

S

c)Parax=0elvalorde yeny=3x+2eselvalorde

y = 3x aumentado en 2. Lo mismo sucede para '/
x=2.Engeneral,elvalordeyeny=3x+2esel 13 +2/ 6
de y = 3x aumentado en 2. S  /

N
=)




C La gréfica de la funcion y = ax + b pasa por el punto (0, b) y es paralela a la grafica de la funcién y = ax;
entonces, la gréfica de y = ax + b, corresponde a la grafica de y = ax desplazada b unidades sobre el
eje y.

La constante b es el valor de y cuando x = 0, y se le llama intercepto de la funcién lineal con el eje y.
En el caso de las funciones de la forma y = ax, donde b = 0, el intercepto corresponde al origen del
sistema de coordenadas cartesianas, dondex=0 y y=0.

La gréafica de la funcidn y = ax + b es una recta paralela a la grafica de la funcién y = ax.

1. Relaciona las siguientes funciones
con sus respectivas graficas, luego
identifica diferencias y similitudes.

a) y=x+2 y

5
b) y=x-2 4
c)y=x+1 3
d y=x

2. Considerando los resultados encontrados en el Problema inicial, determina qué relacién hay entre las
graficas de las funciones.

a) y=2x
b) y=2x+3

c) y=2x-3



1.9 Analisis grafico de la pendiente positiva

I Para la funcién de cada una de las graficas, realiza lo siguiente:

a) ¢Qué sucede con el valor de y cuando el valor de x aumenta una unidad u otra cantidad
convencional?

b) ¢Qué valor le corresponde a y cuando x vale 8?

c) Determina la razén de cambio.

Vg / y
yE2x+3

00

h)\
N

N
N

IS
IS

S a) Al analizar qué sucede con los valores de y cuando x aumenta una unidad, se obtiene que

g / Vg
y=2x+3
/4 Cuando aumenta 1
6 2 unidad en x;, solo au- 6 l
> menta la mitad de la >
A 5 unidad en y. ) . . 1
\ 3
llv R >
e L,
y=5%x+3 e
g
2
-6 -4 -2 o 2 4 Oy -6 -4 -2 (0] 2 4 6
> X
22 2
1‘7
4 4
/ 4 4
En la grafica de y = 2x + 3, se puede observar que En la graficade y = %x + 3, se dificulta determi-
si x aumenta 1 unidad, y aumenta 2. nar con exactitud cuanto aumenta y cuando x
aumenta una unidad. En este caso se puede con-
siderar otros valores, por ejemplo, si x aumenta
2 unidades, y aumenta 1.




b) Para determinar el valor que le corresponde a y, cuando x vale 8, es necesario analizar la grafica,
en donde se tiene que

Enlagraficadey =2x+3,six=2,y=7. En la grafica de y =%x+3, six=2,y=4.

* Del literal a) se tiene que por cada unidad e Del literal a) se tiene que cada 2 unidades
que aumenta x, y aumenta 2; entonces, que aumenta x, y aumenta 1, entonces
como de 2 a 8 x aumenta 6, y aumenta 12, como de 2 a 8 x aumenta 6, entonces y
por tanto, six =8, y = 19. aumenta 3, por tanto, six=8,y=7.

c) Para determinar la razdn de cambio, se sustituye en la expresion:
Variacion en y

Razon de cambio = Variacion en <

Para la funcion y = 2x + 3. Para la funcién y = %x+ 3.
8 io=2 = . .
Razén de cambio = - = Razén de cambio = % =0.5
a=2 =L
2
Al aumentar 1 en x, y aumenta 2. Al aumentar 1 en x, y aumenta %

S

C La inclinacion de la gréfica de una funcién lineal y = ax + b, depende del valor de la razén de cambio,
entonces cada vez que a aumenta, también aumenta la inclinacién de la recta y viceversa.

En los ejemplos desarrollados se observa que la inclinacion de la grafica de la funcién y = 2x + 3 es ma-
yor que la de la funcion y = %x + 3.

Por tanto, si se quiere cambiar la inclinacion de una linea recta, se modifica Unicamente el valor de a
en la funcion y = ax + b.

Observa las graficas de las funciones y responde para cada caso:

a) ¢Qué sucede con el valor de y cuando el valor de x aumenta una unidad?
b) éQué valor le corresponde a y, cuando x vale 6?
c) Determina la razén de cambio.

1. Y 2. Y
5 5
y=3x+1
4 4
3 3
2 2

-4 -3




1.10 Analisis grafico de la pendiente negativa

I Para la funcion de cada una de las graficas, realiza lo siguiente:

a) Analiza, équé sucede con el valor de y cuando el valor de x aumenta una unidad u otra cantidad
convencional?
b) Determina la razén de cambio.

\ Y q
8

=

00

y=-2x+3
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a) Al analizar qué sucede con los valores de y cuando x aumenta una unidad, se obtiene que
\ y o y o | I I I I I 1
y=2x+3\, °| [ Cuandoxaumentauna
unidad, y disminuye la
-2, & AN —-”‘g—— mitad de la unidad.
N o
4 =—-l’){‘+ 3 4
4 y==3 4
1 .
2 -2 2 . >
-2
-6 -4 -2 (0] 2 4 6 -6 -4 -2 (0] 2 4 6
X X
yi yi
4 \ 4
En la grafica de y = -2x + 3, se puede observar  En |a gréfica de y = —%x + 3, se dificulta deter-
que si x aumenta 1 unidad, y disminuye 2. minar con exactitud cuanto aumenta y cuando x

aumenta una unidad. En este caso se puede con-
siderar otros valores, por ejemplo, si x aumenta
2 unidades, y disminuye 1.




Variacion en y

Variacién en x)' se tiene:

b) Para calcular la razén de cambio (Razon de cambio =

Para la funcion y = -2x + 3. Para la funcion y = —%x +3.
Razoén de cambio = _TZ =-2 Razén de cambio = 'Tl = —% -0.5
a=-2 a= _%

Al aumentar 1 en x, y disminuye 2. Al aumentar 1 en x, y disminuye 0.5 o %

S

C Al aumentar una unidad en la variable x, la variable y disminuye; entonces, la razén de cambio es nega-
tiva, es decir, cada vez que se desplaza una unidad a la derecha en la direccién del eje x, la linea recta
que corresponde a la grafica de la funciéon se desplaza hacia abajo tantas unidades como el valor de la
razén de cambio.

Por tanto, para una funcion y = ax + b se tiene que
e Si a >0, al aumentar 1 unidad en x, y aumenta a unidades.
Ejemplo: para y=3x+ 2, a >0, entonces cuando x aumenta 1 unidad, y aumenta 3 unidades.

¢ Sia <0, al aumentar 1 unidad en x, y disminuye —a unidades.
Ejemplo: para y=-3x+ 2, a <0, entonces cuando x aumenta 1 unidad, y disminuye 3 unidades.

Observa las graficas de las funciones y responde para cada caso:

a) ¢Qué sucede con el valor de y cuando el valor de x aumenta una unidad?
b) Determina la razén de cambio.

y Yy
5 5
y=-2x+1

-4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 X 4 5 X
-1 -1
-2 -2
-3 -3
—4 -4

Grafico 1 Grafico 2



1.11 Relacion entre la razén de cambio y pendiente de la graficadey =ax + b

P Para la funcién y = 4x — 2, realiza lo siguiente: Ve
y=4x-2
a) Determina la razéon de cambio mediante conteo de
unidades. 6 A
b) Determina la diferencia entre los valores de xy y, toma 4
como referencia las coordenadas de los dos puntos in-
dicados.

c) Calcula el cociente entre la diferencia de los valores de
las coordenadas en y, con la diferencia de los valores % m" 5 T o 3 7 3
de las coordenadas en x.

d) Compara el resultado obtenido en los literales a) y c),
é¢qué concluyes?

a) Al determinar la razén de cambio mediante conteo de unidades que incrementa y, cuando x au-
menta 1 unidad, se tiene:

Razon de cambio = = =4

S

b) Para determinar la diferencia entre los valores de las
coordenadas en x y y, se restan las coordenadas de
los dos puntos seleccionados (Punto Ay B).

Diferenciaeny=6-2=4.
Diferenciaenx=2-1=1.

c) Al calcular el cociente entre la diferencia de los valo-
X res de las coordenadas en y, con la diferencia en los
valores de las coordenadas en x, se tiene:

Diferenciaeny _ 4

- - =4
Diferenciaenx 1

d) Al comparar los resultados obtenidos en el literal a) y en el literal c) se observa que los resultados
son iguales.




C En la grafica de la funcion lineal y = ax + b, la razdn de cambio coincide con el valor de la pendiente y
puede determinarse mediante el calculo del cociente del incremento para cada una de las coordenadas
xyy de dos puntos dados.

Por ejemplo, para una funcion y = 4x — 2, que pasa por los puntos (1, 2) y (2, 6), se tiene:

Razdn de cambio = Pendiente = 6-2 =3 4
2-1 1
* Para cualquier funcién que pasa por los puntos P (x,, ¥,) y P,(x,, ,), la pendiente se calcula mediante
la formula:
. _Y T
Pendiente = ﬁ

¢ El coeficiente a en la funcidn y = ax + b, corresponde a la pendiente de la linea recta de la grafica de
la funcidn, la cual tiene el mismo valor que la razén de cambio.

Para cada una de las funciones mostradas en las graficas siguientes realiza lo que se indica a continua-
cién:

a) éPuedes determinar, cuantas unidades avanza en y cuando x avanza 1 unidad? Justifica tu res-
puesta.

b) Calcula el incremento en x y y, considerando las coordenadas de los puntos indicados.

c) Calcula la pendiente de la funcidn de cada grafica.

(3,7)
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En la vida cotidiana se hace uso de la pendiente en
diferentes contextos; por ejemplo, una pendiente se
encuentra en la inclinacién de un techo, de una carre-
tera, o bien de una escalera apoyada en una pared. En
matematica se usa la palabra pendiente para definir, de
forma particular, el grado de inclinacion de algo.

En la figura se muestra una obra arquitectonica donde
se puede observar claramente el uso de la pendiente
de la linea recta, en este ejemplo el puente mas grande
del mundo, fabricado con hormigén armado en Millau,
Francia.




1.12 Pendiente e intercepto de la grafica de la funciony = ax + b

I Para cada una de las funciones, calcula la pendiente y determina el valor de y donde la grafica corta al
eje y, analizando la grafica.

1. y=2x-1 2. y==-3x+2
~
Para determinar la pendiente de una funcidén, Unicamente se identifica el valor de a; mientras que el
valor de b corresponde al valor de y donde la grafica corta al eje v, asi para las funciones dadas se tiene:
1. y=2x-1 2. y==-3x+2
Pendiente: a =2 Pendiente: a=-3
Corte conelejey: b=-1 Corte conelejey: b=2
Al graficar las funciones se tiene:
1. 2.
Punto de corte
-4 -3 5 4 3 4 5 4
Punto de corte
(2,-4)
\ J

C Para identificar la pendiente y el punto de corte de la grafica de la funcion y = ax + b con el eje y,
Unicamente es necesario considerar que el valor del coeficiente a indica la pendiente, y la constante
b corresponde al valor de y donde la grafica corta al eje y. Al valor donde la grafica corta al eje y se le
llama intercepto.
b, corresponde
e Asilafunciony=ax+ b, tiene:  Pendiente: a graficamente al
Intercepto con el eje y: b punto (0, b).

e Por ejemplo, la grafica de la funcion y = 3x - 5, tiene: Pendiente: 3
Intercepto con el eje y: =5

1. Para cada una de las funciones, identifica la pendiente y el intercepto con el eje y.
a) y=3x+2 b) y=-2x+1 c) y=5x-2 d) y=2x-5
e) y=x+4 f) y=x-2 g) y=-x+6 h)y=%x+3

2. Identifica la pendiente e indica el intercepto con el eje y.
a) y=3x b) y=2x c) y=-2x d y=x



1.13 Relacion entre tabla, ecuacion y grafica de funcidn lineal

I Para la funcion y = 2x + 1, identifica la relacion entre las siguientes representaciones: tabla, ecuaciény
grafica.

C En el diagrama anterior que relaciona la tabla, ecuacion y grafica de la funcidén y = ax + b, se puede
observar que

Tabla Ecuacion Griafica

Valor de y, cuandox =0 b

Intercepto con el eje y

Aumento en y, al aumentar 1 unidad en x a

Pendiente

Para cada una de las funciones, determina el valor de a, b y el intercepto, luego identifica la relacion
entre las siguientes representaciones: tabla, ecuacion y grafica.

a) y=3x+1

b) y=4x-3 c) y=-2x+5
d) y=-3x-4 e) y=5x-4 f) y=—2x-1
g) y=2x-3 h) y=-4x+1

i) y=-5x+3

S )
Al analizar la funcién y = 2x + 1 y comparar la respectiva tabla para algunos valores de x con la ecuacion
y la gréfica, se puede observar lo siguiente:
TABLA ECUACION GRAFICA
N
Y y=2x+1
Valor de y, cuando x =0 Intercepto
1 1 1 1
-\ X
x| |=2|-afo\1]2]. _ +////' .
y...—3—11}35... Y = N4 2 4 5
LA A A A
2 2 2 2
%‘,—J
Aumento en y, cuando x aumenta 1 —————— Razén de cambio » Pendiente
. J



1.14 Trazo de la grafica de la funcion lineal dada la pendiente y el intercepto

P Traza el grafico de la funcion y=ax+b,sia=2y b =-1.

S y La [pendiente indi-| y Se[ traza la grafica y
. ca que y aumenta 2| uniendo el intercepto | y=2x-1
- 4 ) 4 4
Graficar el intercepto unidades cuando x con el punto A.
\ 3 aumenta 1. 3 N 3
, \\ , \\ ,
N AN Y Nl g
\\ A A
4 3 2 1490 ) -4 -3 2 -1 O 2 -4 -3 2 -1 O 2
A % % X
1r\ 1\ —% (1O 1\ —% 1O 1\
0,—1)-19) (\/amivie (0, =14
Iy
5 2 2
3 3 3
4 -4 4

C Para graficar una funcion y = ax + b, dado el valor de a y b, se coloca el punto (0, b), luego se determina
un nuevo punto por donde pasa la gréfica a partir de la pendiente, considerando la variaciéon en x y la
variacion en y, tal como se ha desarrollado en el ejemplo anterior.

<E>Ident'iﬁca el valor de a y b en la funcién y = -3x + 1, luego graficala.

Solucion.
Al comparar la funcién y = —3x + 1 con la expresion de la funcién lineal y = ax + b, se tiene que a =-3y
b=1.
La_pendiente indica
Y Y que y disminuye 3 Y y=-3x+1
nterkepth 4 4T unidades cuando x 4
\ 3 3} aumenta 1. 3
N | \
N
e 0\ (0-1) 1 (0-11) 1
\0,1)°Y Y+ ‘ {0 1)1
-4 -3 -2 -1 O 4 X -4 -3 -2 -1 0 4 X -4 -3 -2 -1 0 2 X
1 1 =3 'f'\ =3
R J YA T YA
3 3 Se traza |la grafica 3
uniendo el intercepto \
4 4 cone pulltu/—\ 4
1. Traza la grafica de la funcidn y = ax + b en cada caso.
a) Sia=3yb=-2 b) Sia=-2yb=1
2. Para cada una de las funciones, identifica el valor de a y b, luego graficalas.
a) y=3x+1 b) y=2x-2 c) y=—-2x+3 d y=2x-3

e) y=x+3 f) y=x-2 g)y=%x+3 h)y=—%x—3




1.15 Relacion entre la ecuacion y grafica de la funcion lineal

I Relaciona cada funcién con su respectiva grafica, con-

sidera el valor de a y b para justificar tu respuesta.
a) y=2x+3
_1
b) y=5x+3
c) y=-2x+3
d) y= —%x +3
S Al observar la ecuacién de las 4 fun- Y

ciones, se tiene que todas intersecan
al eje y en y = 3, pues tienen b = 3; es
decir, pasan por el punto (0, 3), esto se

puede verificar en la grafica. 4
Al analizar el valor de a para cada fun- 2
cion, se tiene: 1

a)lafuncién y=2x +3, tienea=2,lo | / T°
gue indica que cuando x aumenta 1
unidad, y aumenta 2 (ver grafico 1). Grafico 1 Gréfico 2

b)La funcién y = %x + 3, tiene a = %,
lo que indica que cuando x aumenta
2 unidades, y aumenta 1 (ver grafico
2).

c) La funcién y = -2x + 3, tiene a = -2,
lo que indica que cuando x aumenta
1 unidad, y disminuye 2 (ver grafico

3). 3 4 x 4 -3 -2 -1 o T2 3 4 5
d)La funciény=—%x+3,t—ienea=_%, .
lo que indica que cuando x aumenta -2
2 unidades, y disminuye 1 (ver grafi- 3 S
co 4).
Grafico 3 Grafico 4
- J

C Para relacionar la grafica de una funcion lineal con la respectiva expresion matematica, Unicamente se
debe relacionar:
e Elvalor de b con el punto de interseccion de la gréfica con el eje .
e Elvalor de a con la variacion de y cuando x aumenta una unidad.

Para el ejemplo desarrollado, como todas las funciones tienen igual valor de b, pasan por el mismo
punto (0, b), donde intersecan al eje y.




<E>Graﬁca en el mismo plano las siguientes funciones, luego Y

analiza tus resultados. ¢ Qué concluyes? 4

a) y=2x e) y=2x-2

b) y=2x+2 f) y=2x-4 /

c) y=2x+4 g) y=2x-6 !

d) y=2x+6 & B L A Y/ R S W
Solucién. 2
e Al observar la ecuacién de las 7 funciones, se tiene que /

todas tienen la misma pendiente a = 2; es decir, por y

cada unidad que aumenta x, y aumenta 2.

e Enestecaso, la pendiente no permite establecer relacidon Y
entre la grafica y la ecuacidon de la funcién. Entonces, 40:4)
se establecerd la relacidn entre grafica y la ecuacion 3
relacionando el valor de b con el punto de interseccidn o, 2)
de la grafica con el eje y. /

e Al realizar la relacién de cada funcién con su respectiva 0,0)

I . . . -4 3 2 1 1 2 3 4
grafica, se puede concluir que si la pendiente de las x

funciones es la misma y Unicamente cambia el valor de
b, las graficas son rectas paralelas. 2

..4
°©
\g'\

1. Relaciona cada funcién con su respectiva grafica,
considera el valor de a y b para justificar tu respuesta. \ h\ A / /
a) y=3x+4 i /g f
b) y=3x-4

c) y=-3x+4 \ ) /
d y=-3x-4 / \

2. Analiza las siguientes funciones y describe qué relacion

existe entre las graficas de a) y b) y las de c) y d). 1 1 0 2 X
a) y=4x+4 2

b) y=4x-4 \ /

c) y=5x+1 / \

E

d) y=5x-1




1.16 Valores de y cuando se delimitan los valores de x

P Para la funcién y = 5x — 3, si x estd entre =1 y 4, ientre qué valores esta y?

S Para determinar entre qué valores estd y, se puede considerar dos posibles soluciones.

A partir de la expresion: A partir de la grafica

Para determinar los valores de y, se sustituye el valor de
x en la expresidn y se realizan las operaciones indicadas.
Six=-1 Six=4
y=5(-1)-3 y=5(4)-3
y=-5-3 y=20-3
y=-8 y=17 Lo, T -
(_1r _8) (4l 17)
Para la funcién y = 5x — 3, cuando x esta entre -1y 4, y esta (1,84 |
entre -8y 17.

C Para determinar entre qué valores se encuentra y, cuando se conocen los valores de x, se puede utilizar
cualquiera de las opciones mostradas anteriormente.

e A partir de la ecuacion: sustituyendo los valores de x de los extremos, se encuentran los valores de
y de los extremos.

e A partir de la gréfica: identificando las coordenadas de x, se buscan las correspondientes coordena-
das de y.

La opcidn a utilizar dependera si se conoce la gréfica o la ecuacién de la funcion.

1. A partir de la ecuacién de cada funcién, determina en-
tre qué valores se encuentra y, conociendo los respec- P
A 10
tivos valores de x.

a)Siy =2x+ 3, ientre qué valores estd y, si x estd entre

-3y5?
b)Si y =-x+5, éentre qué valores esta y, si x esta entre +

2y5? R
c) Siy=3x-15, éentre qué valores esta 1y, si x esta entre

-1y 47? -8 -6 -4 -2 |0 2 4 6 x
d)Siy= %x -5, éentre qué valores esta y, si x esta entre -

-3y-67?

-4

2. Para la grafica de la derecha, determina entre qué va-
lores esta y, si x esta entre -2y 3.



1.17 Expresion de la funcion en y = ax + b mediante la lectura de la grafica

I Escribe la ecuacidn para cada una de las funciones, cuyas graficas se muestran a continuacion:

1. y / 2. y
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Para escribir la expresion matematica de una funcidn, se identifica el intercepto b con el eje y, y se
analiza la pendiente a.
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C Para escribir la ecuacién de una funcion de la forma y = ax + b, a partir del grafico, es necesario identifi-
car el intercepto con el eje y, y determinar la pendiente de la recta, tal como se muestra en los ejemplos
desarrollados.




( Escribe la ecuacidn de cada una de las funciones cuyas graficas se muestran a continuacion:

a) b)
Yy f Yy g
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1.18 Ecuacion de la funcidn a partir de un punto de la grafica y la pendiente

P Escribe la ecuacidn de la funcidn lineal cuya grafica tiene pendiente % y pasa por el punto (3, 4).

S Para determinar la ecuacion, se identifican los elementos proporcionados.

A partir de los datos proporcionados: Representacion grafica de la funcion

N

e La pendiente es %, la funcidn lineal es y = %x +b. y

e La grafica pasa por el punto (3, 4), al sustituir el

valor de x y y en la expresion se tiene: x =3, y = 4. 6
4=2(3)+0
4=2+b 4
2=0

Entonces, y = %x + 2. /

¢ Para graficar, se toma el punto (3, 4) ya dado;
luego, con la pendiente se busca un nue-
vo punto por donde pasa la grafica. Como 0O
la pendiente es %, desde el punto (3, 4) al
avanzar 3 unidades en x hacia la derecha, se
avanza 2 unidades en y hacia arriba y se llega
al punto (6, 6).

N

S

C Para determinar la ecuacién de la funcién lineal cuando se conoce la pendiente y las coordenadas
(x, v) de un punto por donde pasa la grafica, se realiza lo siguiente:

1. Sustituir la pendiente en la forma y = ax + b.
2. Sustituir los valores de las coordenadas del punto (x, y) en y = ax + by calcular el valor de b.

3. Escribir la ecuacién y = ax + b con los valores a y b encontrados.



Escribe la ecuacidn de cada una de las funciones cuyas graficas se muestran a continuacion:

a) b)

\ 4

c)




1.19 Ecuacion de la funcidn a partir de dos puntos de la grafica

l Para la funcidn de la gréfica con las dos coordenadas dadas, escribe la ecuacién de la forma y =ax + b.

N

Y

A4

S La ecuacién de la funcién se puede determinar aplicando una de las formas siguientes:

Calculando la pendiente: Mediante sistemas de ecuaciones:
e Pasa por los puntos (-3, 2) y (3, 4), entonces: Como pasa por los puntos (-3, 2) y (3, 4), entonces:
e Para el punto (-3, 2), sustituyendo se tiene:
- 4-2 _ 2 _2_1 =-
@=313)73+3°6 3 2=-3a+b @
e La grafica de la funcién y = %x +bpasaporel ° Para el punto (3, 4), sustituyendo se tiene:
punto (3, 4), al sustituir los valores se tiene: 4=3a+b @
1
4=5(3)+b Al resolver las ecuaciones (1) y (2) como sistemas
4=1+b de ecuaciones, se encuentran los valores de a =%
3=} y b =3, luego se escribe la funcién y = %x +3.
b=3

Entonces, la funcidn lineal es y = %x +3.

Para determinar la ecuacién de una funcién cuando se conocen las coordenadas de dos puntos
Alx,,y,)yB(x,, y,) de la gréfica, se puede:

Y= Y4
Xp= X,

1. Determinar la pendiente a utilizando la férmula a =

2. Sustituyendo en y = ax + b, el valor de a calculado en 1y las coordenadas de uno de los puntos
dados, para encontrar el valor de b.

3. Escribir la ecuacién y = ax + b, sustituyendo los valores de a y b encontrados.



O bien, se puede tomar las coordenadas de los dos puntos dados para formar un sistema de ecuaciones
lineales, tal como se muestra en el ejemplo desarrollado.

Escribe la ecuacidn de cada una de las funciones cuyas graficas se muestran a continuacion:

b)

a2

N

é-g\/

d)

(-1,2)

(2,2)

N

(1,-4)

R\/

N

(-1,-4)

R\/




1.20 Ecuacion de la funcidn a partir de los interceptos con los ejes

P Escribe la ecuacidon de la funcidn lineal que pasa por lo puntos (-4, 0) y (O, 6).

S Para determinar la ecuacion de la funcién lineal que pasa por los puntos, es necesario considerar:

e El punto (0, 6) tiene la forma (0, y), por lo que corresponde al intercepto con

. Los puntos de la forma\
el eje y, entonces b = 6. (x, 0)y (0, y) se llaman
¢ Se calcula la pendiente con las coordenadas de los puntos (-4, 0) y (O, 6). interceptos.
q=-0-0 __6 _6_3 (0, ) intercepto con el
0-(-4) 0+4 4 2 eje y; (x, 0) intercepto
con el eje x.

Ve

e Se escribe la ecuacién sustituyendo eI valor determinado de ay b en la
expresion y =ax + b, y se obtiene y = —x+6

C Cuando se conocen las coordenadas de dos puntos de la forma (x, 0), (0, ) de la grafica de una funcion
lineal, entonces se puede determinar la ecuacidn considerando que

1.Para (0, y) ===p y = b corresponde al intercepto con el eje y.

— —_
2.lapendiente a=3=2 =2 =-%.

3. Se escribe la ecuacién sustituyendo los valores calculados de a y b en la expresién y = ax + b.

@Considerando las coordenadas de los puntos que se muestra en la grafica de la funcién, escribe la
respectiva ecuacion.

Solucion.

Para determinar la ecuacidon de la funcién lineal que pasa por los
puntos que se muestran en la grafica, se procede de manera similar al
ejemplo anterior.

 Seidentifica el intercepto con el eje y, b = 2. ¢
e Se calcula la pendiente a = %3) = %

e Se escribe la ecuacion sustituyendo el valor determlnado paraay

b, en la expresion y = ax + b, se obtiene y = —x +2. -3
1. Escribe la ecuacion para la funcién lineal que pasa por los puntos:

a)(0,3)y(4,0) X

b) (-2,0) y (0, 4) )

c)(3,0)y (0, 6)

2. Considerando las coordenadas de los puntos que se muestra en la
grafica de la funcidn, escribe la respectiva ecuacion. 1,0




Resuelve de manera ordenada, en tu cuaderno, cada una de las situaciones planteadas:

1. Un determinado dia, Ana pago 3.6 ddlares por 3 euros, y Carlos pagd 8.4 ddlares por 7 euros.
a) Encuentra la ecuacion de la recta que nos da el precio en euros y, de x ddlares.
b) Represéntala graficamente.
c) ¢Cuanto habrian pagado por 15 euros?

2. Unalgodonerorecoge 30 kg de algoddn por cada hora de trabajo, y demora media hora preparandose
todos los dias cuando inicia la jornada. La funcién lineal que representa esta situacion esta dada por
la ecuaciony =30x—15; donde y representa los kg de algoddn recogido y x es el tiempo transcurrido
en horas.

a) Realiza una tabla para la funcién y graficala.
b) ¢Cuantos kg de algoddn se recogeran en una jornada de 8 horas?

3. Se llena una piscina con una manguera en forma constante, de modo que la altura alcanzada por el
agua aumenta 15 cm por cada hora que transcurre. Si inicialmente el agua que habia en la piscina
llegaba a una altura de 12 cm.

a) ¢Cuadl serd la altura alcanzada por el agua después de 3 horas?
b) Escribe la altura y del agua después de x horas.

4. Para la funcién de la gréfica, realiza lo siguiente:
a) ldentifica el intercepto. 31
b) Determina la razén de cambio.
c) Escribe la ecuacion de la funcidn.

4 -3 -2 —1\§ 1 2 3,
5 -1

. Grafica las siguientes funciones en el mismo plano,
luego realiza lo que se pide en cada numeral.

a) y=3x b) y=3x+1
c) y=3x-1 d y=-3x+1 -3
e) y=-3x-1 f) y=3x+2
g) y=3x+3 h) y=3x+5 -

I. Identifica el intercepto.
Il. Determina la razén de cambio.
lll. éQué concluyes?



1.22 Practica lo aprendido

Resuelve de manera ordenada, en tu cuaderno, cada una de las situaciones planteadas.

1. Para las funciones de las graficas siguientes:
a) Determina cudntas unidades avanza y, cuando x avanza 1 unidad, justifica tu respuesta.
b) Elincremento en xy y, considerando las coordenadas de los puntos indicados.
c) Calcula la pendiente de la funcién en cada caso.

yg f & Ye
6 (2, 6) 4
(=2,3)
2
4
y4 AN
2 S -6 -4 -2 2 4 7
X
(1,1) (=1, -1)
< >
26 -4 -2 0 2 4 x
-2
-4 -6
2 N2
2. ldentifica la pendiente y el intercepto para cada una de las siguientes funciones:
a) y=x+1 b) y=7x+4 c)y=-5x+4 d)y=%x—2
3. Determina entre qué valores esta y, en cada caso.
a) y=8x-10, xesta entre-1y5. b) y=-6x+5, xestd entre -2y 3.
4. Escribe la ecuacién de la funcién graficada en cada literal:
Yy Y
a) ) b) . /
1\ 2
) X

N
I
A4
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N
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N
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w

N

Jiny

\h\g




A\ 4

¥ Y\ (o0, 6)

(2,0)

N
o

Vv

5. Determina la ecuacién y = ax + b, considerando la informacidn proporcionada en cada caso.

a) Tiene pendiente 3 y pasa por el punto (0, 5).

b) Tiene pendiente % y pasa por el punto (4, 3).

c) Pasa por los puntos (0, -2) y (6, 2).

d) Pasa por los puntos (-2, 1) y (-1, 3).

e) La funcidn cuya gréfica es paralela a la de la funcién y = 3x -2, y pasa por el punto (0, 7).




2.1 Trazo de la grafica de una ecuacion de primer grado con dos incdgnitas

S

I ¢Cémo puedes representar graficamente la ecuacidon x + 2y + 4 =0?

S Para representar graficamente una ecuacién x + 2y + 4 = 0, es necesario conocer algunos valores de x )
y los respectivos valores de y, para representarlos en el plano como pares ordenados. Por ejemplo, si
x = -4, al sustituir en la ecuacion se tiene -4 + 2y + 4 =0, 2y = 0, entonces y = 0. Los valores obtenidos
se organizan en la tabla.

Para facilitar el cdlculo, se puede

X -4 | -3 | -2 | -1 0 1 2 3 4 resolver en y la ecuacién, asi se tiene:
xX+2y+4=0=2y=-x-4,xy4pasan
0 -1 -1 | - 3 -2 | - EX -3 | - z -4 1 .
Yo o 5 > 2 5 a la derecha; y = —5x — 2, se divide
entre 2 ambos miembros.

Otra manera de hacerlo es encontrando el valor de y que corresponde a un valor x, y sustituyendo
otros valores para x.

Six=-2,y= —%(—2) -2, entonces y = -1.

y y

(-4, 0)
-4 -2 ) 2 4 x 2 4 x
(-3,-0.5)
(-2,-1)
(1,157 e
©0-2 o
(L-25) o
®-3)] o
4 (3,-35) ¢ 4

C Para representar graficamente la ecuacion de la forma ax + by + ¢ = 0, es necesario determinar algunos

valores para x y y que hacen cierta la ecuacion y representarlos como pares ordenados en el plano.

Al comparar la representacion grafica de la ecuacion de la forma ax + by + ¢ = 0, con la grafica de la
funcidén lineal, se puede concluir que en ambos casos la grafica es una linea recta y que para graficar la
ecuacion ax + by + ¢ =0, es necesario encontrar el valor de y correspondiente a x.

Para cada una de las ecuaciones:
1. Determina el valor de y correspondiente a x.
2. Elabora la tabla para organizar los pares ordenados.

3. Represéntalas graficamente.

a) x+y-3=0 b) 2x+y-2=0 c) x+2y-6=0



2.2 Relacion entre la grafica de la ecuacion ax + by + c=0ylafunciony=ax+b

P Lleva la ecuacion -6x + 2y + 12 =0, a la forma y = ax + b, luego graficala.

S N
e Para llevar la ecuacién —-6x + 2y + 12 =0 a la forma y = ax + b, se despeja y:
2y =6x-12,-6xy 12 pasan al miembro derecho,
y =3x -6, se dividen ambos miembros entre 2.

™ e Ahora para graficar, se tiene que la pendiente es
a = 3, y el intercepto b = -6, es decir pasa por el
punto (0, 6).

e Se determina otro punto de la grafica:

N\ 4

N

- vox Six=1

O sea que la grafica pasa por el punto (1, -3).

Trazar la gréfica que pasa por los puntos (0, —-6) y
(1,-3).

- J

C Para llevar la ecuacion de primer grado con dos incdgnitas a la forma y = ax + b de la linea recta, es
necesario:

1. Resolver la ecuacion 6x + 2y + 12 = 0, sobre y.

2. ldentificar la pendiente a y el intercepto b.

3. A partir de la pendiente y el intercepto, encontrar las coordenadas de otro punto de la grafica.
4. Trazar la linea recta que pasa por los dos puntos determinados.

Para cada una de las siguientes ecuaciones, realiza:

1. Lleva la ecuacion a la forma y = ax + b, resolviendo sobre y.
2. Determina otro punto por donde pasa la grafica.
3. Traza la gréfica.

a) x+y=6
b) 2x+y =10
c) 3x-y=1



2.3 Grafica de la ecuacion ax + by + ¢ = 0 a partir de los interceptos

I Para la ecuacién 2x + y -4 = 0, realiza lo siguiente:

1. Identifica los interceptos con el eje v, cuando x = 0.
2. Identifica los interceptos con el eje x, cuando y = 0.
3. Traza la grafica de la ecuacion.

Los interceptos con los ejes son:
1. El intercepto con el eje y, como x = 0, se tiene
2(00)+y-4=0
O+y-4=0
y=4

Se obtiene el punto (0, 4).

2. El intercepto con el eje x, y = 0, entonces sustituyendo
en la expresion 2x+y-4=0
2x+0-4=0 -4 -2
2x-4=0
2x=4
x=2

Se obtiene el punto (2, 0).

3. Representa los puntos (0, 4) y (2, 0) y traza la gréfica.

Para trazar la grafica de la ecuacion ax + by + ¢ = 0, basta con conocer dos puntos y se pueden utilizar
los interceptos con los ejes x y y, es necesario:

1. Identificar el intercepto con el eje y, (0, b).

2. Determinar el intercepto con el eje x, haciendo y = 0 y calculando el respectivo valor de x, obtenien-
do el punto (x, 0).

3. Representar los interceptos y trazar la grafica.

Para cada una de las ecuaciones, realiza lo siguiente:

1. Determina el valor de los interceptos de la grafica con los ejes y y x.
2. Traza la grafica de la ecuacion.

a) 3x+y=6 b) 5x-2y=10 c) 3x-y=-6



2.4 Trazo de la grafica de la ecuacion de la forma ax + by + ¢ =0, cuando a =0

P

Para la ecuacién 3y — 9 = 0, realiza lo siguiente:

1. Resuelve la ecuacién en y.
2. Determina al menos 4 pares de valores para x y y que cumplen la igualdad.
3. Traza la grafica de la ecuacion.

S

1. Al resolver la ecuacidn en y, se tiene 3y =9, entonces y = 3.

2. Para determinar los pares ordenados, como en la ecuacion y = 3, no aparece x, entonces seran todos
los pares ordenados que tengan y = 3, por ejemplo: (-1, 3), (0, 3), (1, 3), (2, 3), (5, 3), etc.

3. Entonces al representar graficamente se tiene:

y y
6 6
5 5
4 4
(-1, 3& (0,3) [(1,3) [(2,3) (5,3)
@ @ o @ @ =
y=3

2 2
1 1

-1 (0] 1 2 3 4 5 X -1 (0] 1 2 3 4 5 X

-

C Para representar graficamente la ecuacion by + ¢ = 0, se traza una recta horizontal en y = —%, pues x
puede tomar cualquier valor; por tanto, la grafica serd una recta paralela al eje x, tal como se muestra
en el ejemplo desarrollado.

En cada una de las siguientes ecuaciones de la forma by + ¢ = 0:

1. Despeja la incognita .
2. Represéntala graficamente trazando la linea recta paralela al eje x, la cual pasa por el punto (0, —%).

a) 2y-10=0 b) -3y -9=0 ) 3y-3y=0 d) 4y+12=0



2.5 Trazo de la grafica de la ecuacion ax+ by + ¢ =0, cuando b =0

S

I Para la ecuacién 3x + 6 = 0, realiza lo siguiente:

1. Resuelve la ecuacion en x.
2. Determina al menos 4 pares de valores para x y y que cumplen la igualdad.
3. Traza la grafica de la ecuacién.

S 1. Al resolver la ecuacién en x, se tiene 3x = —6, entonces x = -2.

2. Para determinar los pares ordenados, como en la ecuacidn x = -2, no aparece y, entonces seran
todos los pares ordenados que tengan x = -2, por ejemplo: (-2, -3), (-2, -2), (-2, -1), (-2, 0), (-2, 1),
(_21 2)1 (_2; 3); etc.

3. Entonces, al representar graficamente se tiene:

y B y
(-2, 3) X = _2
3 3
o2 2 2
(-2, 1) 1 1
‘(—2, 0)
-3 2 -1 o0 1 2 3 -3 - 1 o0 1 2 3
.(—2, e 1 1
(-2,-2) 2 2
(-2,-3)
3 3

i oz 2 g . c
C Para representar graficamente la ecuacion ax + ¢ = 0, Unicamente se traza una recta vertical en x = -—

a
pues y puede tomar cualquier valor; por tanto, la grafica sera una recta paralela al eje y, tal como se

muestra en el ejemplo desarrollado.

En cada una de las siguientes ecuaciones ax + ¢ =0:

1. Despeja la incognita x.
2. Represéntala graficamente trazando la linea recta paralela al eje y, la cual pasa por el punto (—%, 0).

a) x-2=0 b) -2x+6=0 c) 5x+20=0 d) %x—2=0




2.6 Intercepto de la grafica de dos ecuaciones de laformaax+ by +c =0

-3x+y+6=0 Q@

Para el sistema de ecuaciones
x-y+2=0Q’

realiza lo siguiente:

. Lleva las dos ecuaciones a la forma y = ax + b.

. Grafica las dos ecuaciones en un mismo plano.

. Identifica las coordenadas del punto donde se intersecan las dos rectas.
. Interpreta el sentido del punto de interseccion.

A WN -

S 1. Al resolver las ecuaciones en y se tiene [y =3x -6 D
y=x+2

2. Paraobtenerlagréaficade cadaecuacionseidentifican
dos puntos, estos pueden ser el intercepto con el eje
y y un punto adicional.

@ Six =3, entonces: @
y=3(3)-6 y=x+2
y=9-6 y=3+2 A
y=3 y=5 5
Pasa por los puntos Pasa por los puntos
(0,-6)y (3, 3) (0,2)y(3,5)

3. Al trazar lineas paralelas al eje y y eje x, respectiva-
mente, se determina las coordenadas del punto en
gue se cortan las dos gréficas, tal como se muestra
en la grafica corresponde al punto (4, 6).

4. Como el punto (4, 6) corresponde a la grafica de las dos ecuaciones, se puede decir que satisface las
dos ecuaciones; por tanto corresponde a la solucidon del sistema de las dos ecuaciones lineales con
dos incognitas. Entonces la solucidn del sistemaesx =4,y = 6.

Otra manera de encontrar la solucién del sistema propuesto es mediante cualquiera de los métodos ya
conocidos.

C Cuando se grafica un sistema de ecuaciones lineales con dos incdégnitas en un solo plano, las coordenadas
del punto en que se intersecan las dos graficas, corresponde a la solucién del sistema, por tanto, un
sistema de ecuaciones también se puede resolver de manera grafica, representando las dos graficas en
un solo plano e identificando las coordenadas que corresponden al punto de interseccion.

Para cada uno de los sistemas de ecuaciones, realiza lo siguiente:

1. Lleva las dos ecuaciones a la forma pendiente intercepto.
2. Grafica las dos ecuaciones en un mismo plano.
3. Identifica las coordenadas del punto donde se intersecan las dos rectas.
4. Encuentra la solucion aplicando un método conocido.
a) x+y=7 @
x+y=-1 @

2x+y=8 @

b) 2x+y=-8 @




2.7 Solucion grafica de un sistema de ecuaciones de la formaax + by +c =0

S

Resuelve graficamente el sistema:

2x+3y=12 @
-x-3y=3 @

Para graficar las ecuaciones, pue-
des determinar los interceptos

con los ejes xy y.

Para resolver el sistema graficamente, se pueden utilizar los interceptos, y realizar lo siguiente:

1. Determinar las coordenadas de los interceptos de cada una de las ecuaciones con los ejes x y y.

2. Se grafican las dos ecuaciones en un mismo plano, a partir de los interceptos.

Ecuacion Intercepto eje y | Intercepto eje x Par ordenado
(x=0) (y=0)

2x+3y =12 2(0)+3y=12 |2x+3(0)=12 | (0,4)y(6,0)
y=4 x=6
(0, 4) (6,0)

-x+3y=3 -(0)+3y=3 |-x+3(0)=3 (0,1)y(-3,0)
y=1 x=-3
(0,1) (-3,0)

3. Construir las graficas e identificar el intercepto.

4. Analizar la solucidn, tal como se muestra en la grafica,
la solucidn del sistema de ecuacionesesx =3, y = 2. -6

S

C Para determinar la solucidon de un sistema de ecuaciones de manera grafica, se pueden utilizar los in-
terceptos y se realiza lo siguiente:

1. Determinar el intercepto con cada uno de los ejes x y .
2. Representar los interceptos en el plano y construir la grafica.
3. Identificar los valores de x y y que corresponden al punto de interseccién de las rectas.

Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones, de forma grafica.

3x+4y=12 @

b) —-x+y=-2 @
x+4y=-4

) -x+2y=2 @



Resuelve los problemas aplicando las estrategias y métodos de solucidn aprendidos.

1. Para cada una de las ecuaciones lineales, realiza lo siguiente:
e Resuélvela eny, llevandola a la forma y = ax + b, si es posible.
e |dentifica los interceptos con cada uno de los ejes, si es posible.
e Graficala en el plano cartesiano.

a) 2x+y=6 b) x+3y=12 c) 3x+4y=12 d) 56x-3y=15

e) 3¥-3=0 f) 3y+9=0 g 1x-1=0 h) 2x+6=0

2. Relaciona cada ecuacién del sistema con su respectiva representacién grafica e identifica la solucion.
a) b)

5
D y=-w+a N\
1
4 2

3. Para cada uno de los sistemas realiza lo siguiente:
* Expresa las ecuaciones en la formay = ax + b.
e Grafica las dos ecuaciones en un mismo plano.
e Determina la solucién del sistema.

-2x+5y=10 @ x-y=1 @ -x+2y=-6Q -x+y=-1D
a)[ 20+3y=6 @ b){2x+3y=12® C)[—Zx—y=—2 @ d)[ x+y=3 @

4. Grafica cada uno de los sistemas de ecuaciones e indica si tienen solucidn, justifica tu respuesta.

a)

4x+6y=12 @ b){—x+3y=5 @ 0

—x+3y=30 d) -3x+4y=0 @
2x+3y=6 @ -x+3y=-2Q

-3x-y=9 @ -4x-3y=0 @




3.1 Aplicaciones de la funcion lineal, parte 1

I En el recibo del consumo mensual de agua de la casa de Carlos, aparecen reflejados los siguientes con-
ceptos: servicio de alcantarillado $3.00 mensuales y $0.50 por metro ctbico (m?) de agua consumida.

N

costo total a pagar.

. ¢Cuanto debera pagar en un mes que haya consumido 16 m3?
. Escribe el total y a pagar, cuando se consumen x metros cubicos de agua.
. Representa graficamente la funcidon que relaciona el consumo del agua en metros cubicos con el

. Para determinar cudnto debe pagar Carlos al consu-

mir 16 metros cubicos de agua, se considera servicio
de alcantarillado + 0.50 x total de m3 de agua consu-
midos:

3+0.5(16) =3 + 8 =11.
Por 16 metros cubicos debera pagar 11 délares.

. A partir del literal anterior, si se sustituye para x me-

tros cubicos se tiene: y = 3 + 0.5x, que es equivalente
ay=0.5x+3.

. Conociendo el costo cuando no se ha generado con-

sumo de agua y el costo cuando se consumen 16 me-
tros cubicos, se puede trazar la grafica, tal como se
muestra en la figura.

Como x representa el consumo, x > 0; por tanto, no
aparece la grafica para valores negativos de x.

dodlares

25

0 5 10 11 20 25

30 o

C Para resolver problemas aplicando la funcidn lineal, Unicamente se necesita identificar las dos variables

XYY,y pensar enycomo una funcidn lineal de x, luego dar respuesta a la situacién planteada.

La relacion entre los grados Fahrenheit (F) y los Celsius (C) es la siguiente:

0° C es equivalente a32° Fy 100° Ca 212°F.

e Si x° C equivalen a ¥° F, y es una funcidn lineal de x, encuentra la ecuacién que relaciona las dos

variables.

1. Determina la variacién térmica de un dia de invierno en que se registra una temperatura minima
de 0° Cy una mdaxima de 15° C, exprésala en grados Fahrenheit.

2. ¢A qué temperatura un termdémetro Fahrenheit marca numéricamente el triple que el de Celsius?




3.2 Aplicaciones de la funcion lineal, parte 2

Mario participd en una carrera, después de 5 minutos y D
tuvo dificultades e hizo una parada, luego de 3 minu- . km

tos se restablecid y retomé la carrera, para recuperar

el tiempo perdido aumenté la velocidad. Consideran- 10

do y kildmetros recorridos en x minutos, responde:

1. ¢A qué distancia del punto de partida hizo la para-
da Mario? 6

2. Expresa la distancia recorrida y después de transcu-
rrido x minutos en el recorrido, tanto antes como
después de la parada.

min

S,

. Para determinar a qué distancia se en-
contraba Mario, se traza una linea para-
lela al eje x y que pase por el punto en
gue se detuvo, se puede observar que
Mario pard a 5 km del punto de partida.

2. Distancia antes y después de la parada.

o Al determinar la razén de cambio an-
tes de la parada, se observa que por
cada minuto que pasa, Mario recorre 1
km, es decir, a = 1; por tanto, la distan-
ciay antes de la paradaesy = x.

e Al determinar la razon de cambio des-
pués de la parada puede verse que por
cada minuto que transcurre, Mario

recorre 2 km, es decir, @ = 2, ademas -2 x
pasa por el punto (12, 13); de donde se min
obtiene el valor de b al sustituir en -2
y=ax+b:

13=2(12)+b

13=24+b

13-24=0

-11=5

Por tanto, la distancia y después de la parada puede expresarse como y = 2x — 11.




Maria salid de su casa hacia la escuela que dista 1500 m de su casa.

De la casa hasta el punto A se desplazd en bicicleta, y a partir de ahi se fue caminando. La gréfica
muestra la relacidon entre el tiempo x (minutos) transcurridos desde que sale de casa y la distancia
recorrida y (metros).

a) Determina la velocidad en metros por minuto mientras se desplaza en bicicleta.

b) Expresa la relacién entre el tiempo transcurrido x minutosy la distancia recorrida y metros, desde
0 a 5 minutos.

c) ¢éCual es la velocidad de Maria cuando se desplaza caminando?

d) Expresalarelacion entre los x minutos transcurridos y la distanciay recorrida desde 5 a 25 minutos.

800
700
600
500
400
300
200

100

-5 -10 -5 O 5 10 15 20 25 30 x

—100 <
min
—200

—300




3.3 Aplicaciones de la funcion lineal, parte 3

P En el rectangulo ABCD, el punto E se mueve sobre el borde del rectdngulo desde el punto A, hasta D,
pasando por los puntos B y C. Cuando el punto E se ha movido x cm, se toma el drea del tridngulo AED
como y cm?. Observa las figuras y responde:

A 8 cm D A D A D
E ¢ 6
3 g
B C B ——» E C B I:
Figura 1 Figura 2 Figura 3

1. Explica qué sucede con el area del tridngulo AED, cuando:

a) E se desplaza sobre el lado AB, es decir 0 < x < 5.

b) E se desplaza sobre el lado BC, es decir 5 < x < 13.

c) E se desplaza sobre el lado CD, es decir 13 < x < 18.
2. Expresa el area y del tridngulo AED, cuando E se mueve de A hasta B (ver figura 1).
3. Determina el drea y del tridngulo AED, cuando E se mueve de B hasta C (ver figura 2).
4. Expresa el area y del tridngulo AED, cuando E se mueve de C hasta D (ver figura 3).

. Al observar el movimiento que realiza el punto E en cada uno de los casos se puede concluir que

a) Cuando E se mueve sobre el lado AB, el drea del triangulo AED aumenta.

b) Cuando E se mueve sobre el lado BC, el drea del tridngulo se mantiene constante, pues la base es
8cmy la altura es 5cm, en cualquier momento.

c¢) Cuando E se mueve sobre el lado CD, el drea del tridngulo disminuye hasta llegar a cero.

. El area del triangulo AED, cuando E se mueve sobre AB, se puede calcular considerando que la base

es 8 cmy la altura x, entonces y = %(8)(96) =4x; es decir, y=4x para0<x<5.

. El area del tridngulo AED, cuando E se mueve sobre BC, en este caso la base es 8 cm y la altura 5 cm,

entonces el dreaesy = @; es deciry=20para5<x<13.

. El &rea del tridngulo AED, cuando E se mueve sobre CD, en este caso la base es 8 cm vy la altura es

(18 — x) cm, entonces el dareaes y = %(8)(18 -x)=4(18 —x) =72 - 4x; esdecir, y=-4x+ 72, para
13<x<18.

Representa graficamente en un mismo plano el area del triangulo AED, cuando:

a) E se mueve sobre el lado AB.
b) E se mueve sobre el lado BC.
c) E se mueve sobre el lado CD.




Resuelve los problemas aplicando las estrategias y métodos de solucién aprendidos.

1. Don Juan, tiene una microempresa familiar dedicada a la elaboracién de armarios. Esta microempresa
cuenta con un pequefio local por el cual pagan 800 ddélares mensuales de alquiler y dos empleados
que cobran 600 ddlares mensuales cada uno. El costo de materia prima de cada armario mas gastos de
distribucién asciende a 100 ddlares y el precio por unidad de venta es de 150 ddlares.

a) Define la funcién lineal Costo total y, de elaboracidén de x unidades de clésets y graficala.

b) Define la funcidn lineal y Ingreso total, por la venta de x cldsets y graficala, (considera que
Ingreso = precio unitario por numero de unidades vendidas).

c) Define la funcion lineal y Utilidad total (Utilidad = Ingreso total — Costo total), para x armarios ven-
didos.

d) Para que don Juan no se quede endeudado, écuantos armarios debe vender como minimo por mes?

2. Miguel lavé la pila de su casa, luego
abri6 el grifo y observo que por cada i 0 i !
minuto que transcurria, el nivel de j ]
agua en la pila subfa un centimetro; i
mientras que la pila de su tia tenia 5
agua hasta un nivel de 2 centimetros
y al abrir el grifo la cantidad de agua
aumento de la misma manera que d
en el caso de Miguel. Considerando i 0
que ambas pilas tienen 90 cm de
altura, realiza lo siguiente:

a) Toma la medida del nivel de agua en distintos momentos y organiza los resultados en una tabla.

b) ¢Es posible determinar el tiempo de llenado de la pila?

c) ¢Esposible comparar los datos del llenado de la pila de Miguel con los datos del llenado de la pila de
la tia?, éexiste alguna relacion?

3. Han llegado las rebajas de fin de afio y en una tienda / \
aplican el 20% de descuento en todos los productos.

a) Escribe una ecuacién que relacione el precio reba-
jado y con el precio original x.

b) ¢Cuanto se debe pagar por una camisa que original-
mente costaba $60.00?

c) Considera productos de distintos precios y elabora
una grafica que relacione el precio original x con el
rebajado y.

L




Resuelve los problemas aplicando las estrategias y métodos de solucién aprendidos.
1. En una ciudad existen dos compaiiias de telefonia:

e La compafiia A ofrece una cuota fija de $15.00 al mes, mas $0.05 el minuto consumido.
e La compafiia B cobra Unicamente el consumo a $0.25 el minuto.

a) Grafica en un mismo plano la funcién lineal entre x minutos consumidos y el importe y de pago de
la factura mensual para ambas compaiiias.

b) Si se hablé menos de 70 minutos al mes, é{cudl compaiiia conviene contratar?

c) ¢En qué casos es indiferente que se contrate cualquiera de las dos compaiiias?

d) ¢En qué caso conviene contratar la compaiiia A?

2. Enunaciudad se cuenta con una regulacidn sobre estacionamientos, la norma indica que se debe pagar
cierta cantidad por cada minuto y que no hay un minimo.

e José deposita $1.10 y el parquimetro indica que dispone de 45 minutos (3/4 de hora).
e Beatriz con $3.30 tiene 3 horas y media.

a) Halla la ecuacidn que relaciona el precio con el tiempo.

b) Dibuja la grafica.

c) éCudnto hay que pagar por estacionarse 40 minutos (2/3 de hora)?
d) Sise paga $4.50, é¢de cuanto tiempo se dispone para estacionarse?

3. Marta es vendedora de automdviles, tiene un sueldo fijo de $800 mesuales mas una comision de $100
por cada automovil que venda. Encuentra la funcidn que expresa el sueldo de Marta en un mes que
haya vendido x automéviles y dibuja su grafica.

4. Alulia sus padres le dan cada mes $10.00 para su refrigerio mas $0.50 por cada dia que haga la limpieza.
Encuentra la funcidn que expresa el dinero que recibe Julia, al final del mes, habiendo hecho la limpieza
x dias y dibuja su grafica.

5. En un negocio de reparacién de llantas un trabajador tiene un sueldo diario formado por la suma de
una base fija mas S2 por cada llanta reparada. En cierto dia del mes, después de que habia reparado 12
llantas, el empleado calculé que su sueldo diario era de S$44.

a) ¢Cual es el sueldo diario fijo del trabajador?
b) éCual es la funcidn que representa el sueldo del trabajador cuando arregla x llantas?
c) Grafica la funcion lineal que representa el sueldo diario del trabajador.

6. Enuna factura de agua potable el cargo fijo es de $3.00, y el costo del metro cuibico de agua es de $1.50.
Considerando que el monto a cancelar se calcula mediante una funcién lineal:

a) Escribe la ecuacidén para determinar el total de la factura y para x metros cubicos.
b) Elabora una gréfica para la relacién entre el consumo de agua x y el costo a pagar .
c) éCuanto se facturd en diciembre, si en ese mes el consumo fue de 28 m3?



Paralelismo y dngulos
de un poligono

Tales de Mileto (Miletus, Turquia; 620 a. C.- 545 a. C.) fue el
primer matematico a quien se le atribuyd una serie de resul-
tados tedricos generales, es decir, de teoremas. Si bien no se
sabe como los demostro originalmente, hoy son parte de la
geometria basica, entre ellos se tienen:

- Los angulos opuestos por el vértice son iguales.

- Dadas dos paralelas y una transversal, los angulos alternos

internos son congruentes.

llustracion que demuestra que los
dngulos opuestos por el vértice

son iguales; segun Pinasco, Juan
Pablo (2009) Las Geometrias.

Los angulos y rectas paralelas se utilizan
en diferentes contextos, entre los que se
pueden mencionar: la construcciéon de
edificios, puentes, escaleras, vias férreas
y carreteras; en el disefio de los instru-
mentos musicales, cables del tendido
eléctrico, disefio de pisos, etc.

Bulevar Monsefior Romero

En el desarrollo de los contenidos de esta unidad recor-
dards la relacién entre los angulos internos de un trian-
gulo, que te servira de base para el estudio de los angulos
internos y externos de un poligono, asi como la relacién
entre los angulos que se forman entre paralelas y sus

Ilustracion de la demostracidn aplicaciones en situaciones cotidianas.
pitagdrica de los dngulos internos

de un trigngulo.




1.1 Suma de los angulos internos de un poligono, parte 1

P Trazando las diagonales desde el vértice A, divide estos poligonos en tridngulos y determina:

a) ¢Cuanto suman los angulos internos del pentagono?

b) éCudnto es la diferencia entre el nUmero de lados y el nimero de tridngulos que se forman?
c) éCudnto suman los angulos internos del octadgono?

d) éDe cuanto es la diferencia entre el nimero de lados y el nimero de tridngulos que se forma?

Se puede dividir el poligono en

tridngulos trazando todas las
diagonales posibles desde uno
de sus vértices.
A
Recuerda que la suma de los
angulos internos de un trian-
gulo es 180°.
A O
c\

a

/Pde

180° 180° 180° = 180° x 3
El pentdgono queda divido en 3 tridngulos. Como la suma de los angulos internos de un tridngulo es
180°, entonces:

Suma de los angulos internos del pentagono = 180° + 180° + 180° = 180° x 3.

b) La diferencia entre el nUmero de lados y el nimero de triangulos que se formanes: 5-3=2;y
ademas, los angulos internos del pentagono suman 180° x (5 — 2).

c) En el octdgono se forman 6 triangulos, de donde se obtiene que la suma de
los angulos internos es 180° x 6.

d) La diferencia del nimero de lados y la cantidad de tridangulos que se forman
es:8—-6=2.

C En todo poligono, al trazar las diagonales se forma un total de tridngulos igual al nimero de lados
menos 2; por tanto, la suma de los dngulos internos para un poligono de n lados es 180° x (n — 2).

Encuentra la suma de los angulos internos de
Un eneagono tiene 9 lados y

, , un dodecdgono tiene 12 lados.
a) Un eneagono b) Un dodecagono



1.2 Suma de los angulos internos de un poligono, parte 2

P

S

Encuentra 3 maneras distintas de triangular el pentdgono para determinar la suma de sus angulos

internos.

a) Desde un punto interior
b) Desde un punto del borde
c) Desde un punto exterior P

d) Compara los resultados con los obtenidos en la clase anterior

Considerando los tres casos se tiene:

a)Se coloca un punto dentro
del pentdgono y desde ahi,
se trazan segmentos a cada
uno de los vértices para
triangularlo.

Suma de los angulos internos
del pentagono =180°x5-360°;
pues se le resta el angulo que
se forma en el punto interno
seleccionado.

Suma de angulos internos del
pentagono =180° x5 —180° x 2
=180° x 3 = 540°

b)Se coloca un punto sobre
cualquiera de los lados del
pentagono y desde ahi se
trazan segmentos a cada
uno de los vértices no adya-
centes para triangularlo.

Suma de los angulos internos
del pentagono=180°x4-180°;
pues se le resta el angulo llano
gue se forma en el punto del
borde que fue seleccionado.

Suma de angulos internos del
pentdgono = 180° x 4 — 180°
= 180° x 3 = 540°

c)Se coloca un punto fuera
del pentagono y desde ahi
se trazan segmentos a cada
uno de los vértices.

. /P

Suma de los angulos internos
del pentdgono=180°x4-180°;
pues se le resta la suma de los
angulos internos del triangulo
qgue se forma con el punto
externo que fue seleccionadoy
el lado del pentagono.

Suma de angulos internos del
pentdgono = 180° x 4 — 180°
= 180° x 3 = 540°




d) Al comparar los resultados obtenidos en los tres literales anteriores, se observa que son exacta-
mente iguales entre si e iguales a los resultados de la clase anterior.

C La suma de los angulos internos de un poligono se puede determinar utilizando distintas estrategias de
triangulacion, esto puede ser:

a) Desde un vértice cualquiera cuidando que las diagonales que se trazan no se corten entre si.
b) Triangulando desde un punto interno al poligono.

c¢) Triangulando desde un punto sobre el borde del poligono.

d) Triangulando desde un punto externo del poligono.

®Determina la suma de los dngulos internos
del pentagono, utilizando una estrategia

distinta a las ya utilizadas. Piensa en dividir el pentdgono en
cuadrilateros y/o tridangulos.

Se puede dividir en un cuadrilatero y un tridngulo y luego determinar la
suma de los angulos.

Suma de angulos internos = 180° + 360°
= 180°+ 2 x 180°
=3x180°

Encuentra la suma de los angulos internos de La figura de Pitdgoras en los comienzos de la

matematica es central por haber relacionado,
Un hexégono Un octégono en cierto modo, los problemas aritméticos
que dependen de numeros, con los problemas
geométricos relacionados con figuras; ademas
de ello existen dos resultados importantes que
debemos a Pitagoras o a su escuela, uno de
ellos es: “En todo triangulo, la suma de los an-
gulos interiores es igual a dos rectos”.

D A E

B Cc

(S

Hazlo utilizando al menos 2 de las estrategias aprendidas en esta clase.



1.3 Suma de los angulos externos de un poligono

I Encuentra la suma de los angulos externos de estos poligonos.

Un dangulo externo es el

que se forma por un lado

del poligono y la prolon-
— gacion del lado contiguo.

En la suma de los angulos
externos se toma solo uno
de cada vértice.

En cada uno de los vértices del tridngulo se forma un
angulo de 180°, al sumar su dngulo interno con el repectivo
angulo externo. Cuando se agrega la suma de los angulos
internos y externos de los otros vértices, se tiene 180° x 3.

Pero 180° x 3 contiene la suma de los angulos internos
180° x (3 — 2); por tanto, la suma de los dngulos externos
de un tridngulo es:
180°x3-180°(3-2)=180°x[3—-(3-2)]

=180° x 2 = 360°

La suma de los dngulos externos de un tridngulo es 360°.

Ahora, écomo puedes encontrar la suma de los angulos externos del siguiente cuadrilatero?

En el cuadrilatero cada angulo interno junto al respectivo externo suman
— 180°; por tanto, se tiene 180° x 4 y al restarle los dngulos internos:
180° x (4 — 2), se tiene 180° x 4 — 180° x (4—2) = 180° x [4 — (4 — 2)]
=180° x 2 = 360°.

La suma de los dngulos externos de un cuadrildtero es 360°.

S

C ¢ La suma de los angulos externos de un poligono no depende del nimero de lados.
¢ La suma de los angulos externos de un poligono es 360°.

Encuentra la suma de los angulos externos de

a) Un pentagono b) Un hexdgono



1.4 Suma de los angulos internos de un poligono regular

I Para el hexdagono regular que se muestra determina:

a) La medida de cada uno de sus angulos internos.
b) El valor de x.

Un poligono regular tiene todos sus
angulos internos iguales.

-
a) b) el
NC
Los angulos internos del hexagono suman
180° x (6 — 2) = 720°, por tanto: A partir del literal a) se tiene que cada dngulo
, . . 720° o
Cada angulo interno mide = 120°.

.

interno mide 120°. Como x es un angulo exter-

no, entonces x + 120° = 180°, por tanto x = 60°.

Ademas, todos los dngulos externos, también son iguales entre si.

internos y el valor de x.

C En un poligono regular todos los angulos internos son iguales y la suma es igual a 180° x (n — 2).
1. Para el heptagono regular determina la medida de cada uno de sus angulos

a)

2. Encuentra la medida del angulo x en cada caso.

78°

-
-
-

Utiliza tus conocimientos sobre

la suma de los angulos internos y
externos de un cuadrilatero.




2.1 Angulos opuestos por el vértice

P

Si el <a mide 130°, ¢cudnto miden los otros dngulos de la figura?

Dos angulos son opuestos por el
vértice si uno de ellos tiene como
lados la prolongacién de los lados
del otro.

Dos angulos opuestos por el vértice
son iguales.

S Se tiene que a + b = 180°, por ser suplementarios, entonces el <b = 50°.

Ja =<c .. Se pueden encontrar las medidas de

xb=<xd por ser opuestos por el vertice. los angulos formados en un vértice
comun, utilizando los angulos opuestos
por el vértice y los suplementarios.

Por tanto, <a = «c¢ =130°y <b = «d = 50°.

C Cuando se tienen dos rectas que se intersectan, se forman dos pares de angulos opuestos por el vértice,
cuyas medidas se pueden determinar conociendo Unicamente el valor de uno de ellos.

®Determina la medida de los angulos indicados.

Ac + 80° = 180°, por ser suplementarios, entonces el <c = 100°.

La =<

} por ser opuestos por el vértice.
40° e +40°=80°

Por tanto, <a = «c = 100° y e = 80° — 40° = 40°.

Determina la medida de los dangulos que se indi- — — — —
can en cada literal. La tradicion matematlc.:a griega, |r,15'taurada por Pltagpras,
es la base de los estudios matematicos de la Academia de
Platén y en manos de Euclides alcanza el cardcter de mo-
a) b) delo geométrico candnico en el texto Los Elementos. En la
proposicion |. 32 del primer libro de este texto, se esta-
blece que "Si se prolonga uno de los lados de un triangulo,
el angulo externo es igual a los dos internos y opuestos,

a juntos, y los tres dangulos internos del triangulo son igua-
b 35° les a dos rectos", aunque Pitagoras ya habia demostrado
¢ o este teorema mediante el uso de paralelas.
80°
A E

B r A
llustracion de la demostracién
I. 32, segun Euclides.




2.2 Angulos correspondientes y dangulos alternos

P

En el siguiente diagrama identifica:

S
L afa

1. Los angulos que se encuentran entre las rectas [y m. bY¢
2. Los angulos que no estan entre las rectas [y m. e In
3. Los dngulos que se encuentran a la izquierda o a la derecha de s. m
f)-8
S 1. aby<xc 2. day<xd 3. Zay<e ady<h
ey <xh If y&g xby&f Lcyxg
Entre las rectas [y m. Fuera de las rectas [y m. A laizquierda de s. A la derecha de s.

C Los angulos que se identificaron reciben nombres especiales, segin la posicién respecto a las rectas

gue los forman, tal como se muestra a continuacion:

Internos: Externos:
b, K¢, Xey <h da, 4d, &fy xg

Alternos externos: Alternos internos:
Iay g, xdyxf Xby<xh, Zcy e

Correspondientes:
Lay<Le, xdyxh,
Iby&f, Acy xg

Ala recta que cortaados o mas
rectas se le llama secante.

En la figura, s es la recta secante.
S

l d

a
bye
m_ A

178

Para cada uno de los siguientes literales indica los angulos internos, externos, alternos internos, alternos

externos y correspondientes.




2.3 Caracterizacion de los angulos correspondientes

I Construye dos rectas paralelas [ y m, traza una secante, ¢qué relacion existe entre la medida de los
angulos correspondientes?

S 1. Se trazan las paralelas haciendo uso de las escuadras.

/ 2. Se traza una recta secante a las paralelas construidas.
V Para denotar el para-
lelismo entre dos

v l rectas se utiliza el
/ simbolo ||; es decir, si

la recta m es paralela

m
/ ala recta [ se denota

comom || L.
G

3. Se miden los angulos con el transportador.
130 / ‘/500
OO

130° Sy 130° ‘/5
507 130° /

S

C Si dos rectas paralelas son cortadas por una recta secante, los dngulos correspondientes son iguales.

Esta afirmacion se cumple también en sentido contrario; es decir, si los dangulos correspondientes que
se forman entre dos rectas cortadas por una secante son iguales, entonces las rectas son paralelas.

®Dado que [ || m y la medida del <a = 60°, determina la medida de los angulos restantes.

S
<a + <d =180°, por ser suplementarios = <xd =120°. \K\d
%c=<2a=60°yxb=<xd =120° por ser opuestos por el vértice. l_a =605 .
Ze =<¥a=60° ¥g =<Lc=60° b\x\x\h
Lf=<xb=120°y <h = «d =120°, por ser correspondientes. m e

Dado que [ || m. Determina el valor de x.

/




2.4 Caracterizacion de los angulos alternos

P Dado que las rectas [, m, son paralelas y s es la recta s
secante, realiza lo siguiente:
[
1. Calcula el valor de los dngulos restantes.
2. Determina qué relacion existe entre los pares de
angulos alternos internos y externos. m
S 1. Calculando la medida de los angulos 2.
Xa + b = 180°, por ser suplementarios. xby xh } son alternos internos y tienen
<b =140° Zcy<e ) igual medida entre si.
¢ =<a=40° } son opuestos por el vértice. <b=<h =140y c=Je=40"
<d = «b =140°
Xay<«g ) son alternos externos y tienen
Ye = La =40° xdy<f ) igual medida entre si.
«f =<b=140° | son correspondientes entre
<h = «d =140° | paralelas. da = ¥g=40°y «d = «f = 140°.
A8 =Ac=40°

S

C Si dos rectas paralelas son cortadas por una recta secante, entonces los dngulos alternos internos y
los alternos externos son iguales. Esta afirmacién se cumple también en sentido contrario; es decir, si
los dngulos alternos internos o los alternos externos que se forman entre dos rectas cortadas por una
secante son iguales, entonces las rectas son paralelas.

1. Dado que [ || m, identifica los pares de an- 2. Identifica cuales rectas son paralelas. Justifi-
gulos alternos internos y alternos externos y ca tu respuesta.
determina sus respectivas medidas.

Considera la medi-
da de los angulos.




2.5 Demostracion del teorema de angulos internos de un triangulo

P Demuestra que si <A, <By XC, son angulos internos C

de un tridngulo, entonces <A + «B + <C = 180°. Usa las relaciones de

angulos entre rectas
paralelas cortadas por
una secante.

A B

S Se construye la recta m como prolongacién del lado AB del tridangulo.
Por el vértice C se traza una recta n paralela a la recta m. n

AP + «xC+ xQ =180° (por formar un angulo llano).

AP = <A; «Q = «B (por ser angulos alternos internos entre paralelas).

Entonces, <A + «B + «C = 180° (sustituyendo). = ======73

Por tanto, la suma de los dngulos internos de un triangulo cualquiera es 180°.

C Para demostrar que la suma de los angulos internos de un tridngulo es 180°, ha sido necesario construir
una recta paralela y utilizar las propiedades de los angulos entre paralelas.

1. Llena los espacios en blanco y demuestra que “si el %D es el angulo externo del vértice C, entonces
su medida es igual a la suma de los otros dos angulos internos del triangulo ABC”; asi, <D = <A + XB.

Solucién.
Se quiere demostrar que ép

Si el %D, es el angulo externo del «C, entonces <D= <A + «B.

Se construye la recta m como prolongacién del lado AB del triangulo.
Por el vértice C se traza una recta n paralela a la recta m. A o

n [ ] (por construccién).

¥Q=<B...(1) (porser[  ]entre paralelas).

IR = |:| ... (2) (por ser correspondientes entre paralelas).

4D =<xQ+ «R...(3) (por construccion).

<D =<xB + <A Por (1), (2)y(3)

Por tanto, la medida de un angulo externo de un tridngulo es igual a la suma de las medidas de los dos
angulos internos no adyacentes.

2. Busca otra forma para demostrar el teorema, puedes utilizar la suma de las medidas de los dngulos
internos del tridngulo.



2.6 Elementos de una demostracion

I Observa el ejemplo y determina los elementos de una demostracion.

Si [«A, «<By «C, son angulos internos de un tridngulo, entonces:|

<A+ <B +xC=180°

XA, <By XC, son angulos internos

del tridngulo ABC.
Afirmacion
1.n| m.

2.XP +<xC+<xQ=180°

3. 4P =A; xQ = «B.

Justificacion
Por construccion.
Por formar un
angulo llano.

Por ser alternos
internos entre
paralelas.

== Hipotesis

Afirmaciones
> justificadas

4. %A+ <B+ <«C=180° Por transitividad. == Conclusién

La demostracién\
es un método que
permite llegar
a la conclusién
partiendo de la
hipdtesis a través
de afirmaciones
que tienen una
justificacion
matematica.

Una afirmacidnes
una proposicion
con base ldgica.

Una justificacion
es el argumento
que hace cierta la
afirmacién.

En la demostracion hay:

1. Hipotesis.
2. Afirmaciones con justificaciones.
3. Conclusioén.

En la figura de la derecha se hace
una representacién grafica del flujo
de la demostracion.

Afirmaciones justificadas

)

> Demostracion

A la expresion de la forma “si E , entonces Q", se le llama proposicion.

Ala parte representada porz se le Ilama hipétesis; y la representada porOse llama conclusién.

Identifica la hipdtesis y la conclusion.

1. Si en la figura el «CAB = <BDE y AB = DB,

entonces BC = BE. A

2. Si el punto D estd en la mediatriz del seg-
mento AB entonces DA = DB.




2.7 Aplicacion de las caracteristicas de los angulos entre rectas paralelas

I Carlos necesita diseflar una escalera con una altura de 560 cm,

los escalones deben tener una contrahuella de 18 cm y un des- Santiago Francisco Blondel fue un ar- )
cansillo a la mitad de la altura. {Qué cdlculos tendra que hacer quitecto y urbanista francés, uno de
Carlos para saber el nimero de escalones, la inclinacion de las es- los mas importantes tedricos de la ar-

quitectura del siglo XVIIl. Uno de sus
aportes fue la “Ley de Blondel” que
S establece una relacioén entre las huellas

caleras y las medidas de los dngulos que requiere para el disefio?

y las contrahuellas en una escalera (ver | )
figura 1). La Ley de Blondel establece
la siguiente relacion: 2CH + H = 64 cm
donde, CH es la dimensidn de la contra-
1. La altura de la escalera es de 560 cm. huellay H es la dimensién de la huella.

2. Debe haber un descansillo a los 280 cm.
3. La contrahuella debe ser de 18 cm.

En primer lugar, es necesario considerar las condiciones del
problema:

La huella es la parte de la escalera
donde pisas, mientras la contrahuella
se determina por la distancia en altura

Lo primero es encontrar el nimero de contrahuellas: entre 2 huellas.
21880 cm _ 15.56, que se aproxima a 16. En ltramos que superen Ios. 275
cm centimetros de altura se recomienda

colocar un “Descansillo” (ver figura 2)
que es una superficie llana en que ter-
mina cada tramo de una escalera.

Luego, se determina la medida real de la contrahuella:

280 cm
16 om =17.5cm

El dngulo de inclinacidn se determina
segun la razén entre la huella y la con-
trahuella (ver figura 3). Generalmente

Aplicando la ley de “Blondel” se tiene: 2 x 17.5+ H =64

H=64-35 las escaleras mas cdmodas tienen una
H=29 inclinacion comprendida entre 31° y
Por tanto, la huella debe medir 29 cm. 37"
17.5

La relacion entre la huella y la contrahuella es =52 = 0.6034; que se aproxima a (ver figura 3).

29

Anchura del escaldn
4—»

Traslap Huella

< >

Escaleras

/

% marineras L.
A2 Escaleras de maquinas
I molineras y de pasos
y < alternados
o
(&)
Angulo de la escalera[ T’\
Escalera Viviendas,
N de i
. gato comercios,
Figura 1 oficinas, etc.
15
31
Escalinatas
Descansillo Rampas
11°

Figura 3

Figura 2




Trazando una paralela a nivel del Observa que se forman los siguientes

descansillo tenemos que angulos:

Xd = 34° por la razén de
la huella con la contra-

huella.

& d = ¥c por ser alternos
internos.

. Xb = 34° porque el se-
Luego La = £b=A4Ac=4d =34 gundo tramo de las esca-
leras debe tener la misma

inclinacion.

34°

b =<Xa por ser alternos
68 internos.

34°

Con esta informacion, Carlos puede completar el informe de su disefio.

S

C Es posible aplicar las caracteristicas de los dngulos entre paralelas para resolver problemas de la vida

cotidiana que requieran el calculo de angulos desconocidos.

La Alcaldia Municipal de Santa Tecla necesita conocer la medida de los dangulos que se forman en la
interseccién entre las calles y avenidas. El topdgrafo ya midid los dngulos cuyos datos se muestran en
el mapa, considerando que desde la 92 hasta la 132 calle son paralelas, al igual que las avenidas desde

la 102 hasta la 142. Determina la medida de los dngulos indicados.

Centro Comercial |~ " "SF1E
3 Selome Plaza
@ e L)
A 2
A5 %Cﬁ\ B
B

10 Avenida Norte

e
o

SN |3l
=~
10 Avenida Norte

laria
Rosa Emma Rivas

Calle El Carmen

P

%
<
=3
2
)

e

isﬂ‘ Q

ns L alg
14 Avenida Norte

Rinconcito de olocuilta. ]

10 Avenida Norte

14 Avenida Norte

10 Avenida Norte

7L



Criterios de
congruencia de
tridngulos

El texto Los Elementos de Euclides, es

el tratado de matematicas que mayor Propofifo 2.
; - ; I e reabe bt longiosce o mpm s tboares
influencia ha tenido a lo largo de toda B i Longloocs be gl k!

. . . A Sin linee recte ppofite.a.b.c. 2 fint qudibet oucfit increlonm
la historia de la cultura, incluso mu- mwﬁﬁf;%ﬁi&“ﬁﬁﬁ%&%%%m
cho mads alld de la propia mateméatica it vl it ol et

) ¢ lince.f.d TN <
circulii. d. K.itéq3 facro. oeferibo fm grirarélinee.g.b.k.b.q cirali i )
y ciencias afines. Desde la proposicion R i o o it S s % ?
' i effc cqualéalije ouab® iunctis autmaioxcs cis:quod cft Srium ponizoucocrgo [0 . ;
w :

H H 3k.f.z. triangulus.k.f.g conftitutus exmibuslinas eqlib? lincis
16 hasta la 26 del libro |, Euclides pre- bt o 14 s o & ool e
f.k.€ cqualis.a. Similifgs.g.b. ¢.g.k.font cquales:quia cxcunt a centroad arai /

senta resultados generales acerca de o g g

los triangulos; por ejemplo, construc- Proposicion I. 22 del texto Los Elementos de Euclides.
ciones elementales con regla y com-

pds, congruencias de triangulos y cuadrilateros, desigualdades relativas a angulos y lados
de un triangulo, etc.

La congruencia de figuras, es utilizada en la
construccién arquitectdnica, ensamble de
equipo y mobiliario, disefio de interiores, fa-
bricacion de automoviles, reconstruccion de
infraestructura, etc.

La congruencia, se puede utilizar
en el disefio de muebles en serie.

En esta unidad estudiaras el sentido de la con-
gruencia de tridangulos y los criterios que per-
miten determinar si dos o mas tridngulos son
congruentes; asi como sus aplicaciones para de-
mostrar propiedades matematicas o para resol-

La congruencia de figuras se puede ver situaciones de la vida cotidiana.
utilizar para el disefio de pasarelas.




1.1 Sentido de la congruencia de dos figuras

P De los triangulos 2 al 5, identifica los que coinciden cuando se sobreponen con el tridngulo 1 (puedes
voltearlo al sobreponer).

Dos segmentos son congruentes si sus
longitudes son iguales. Ejemplo: AB = CD.

Tridngulo 1 Tridngulo 2

Dos angulos son congruentes si tienen la
misma medida. Ejemplo: <F = <IH
Tridangulo 3 Tridngulo4 Tridngulo 5

<

S Al recortar el triangulo 1 y sobreponerlo uno a uno se tiene que Unicamente coincide en todos sus
lados y angulos con el triangulo 3y el 5

Tridngulo 1
\

Triangulo 2

Tridangulo 3

Triangulo 4

Tridngulo 5
J
C Dos figuras que coinciden cuando se sobreponen de manera directa o volteando al revés una de ellas si

es necesario, se llaman congruentes

A los elementos correspon-
Los vértices, lados y angulos que coinciden al sobreponer dos figuras
congruentes se llaman correspondientes

dientes de una figura también
se les llama homadlogos

®Los triangulos son congruentes. Identifica los vértices, lados y angulos correspondientes
A

D
f f Vértices correspondientes: AyD,ByE,CyF.
B C E F

Lados correspondientes: ABy DE, BCy EF, CAy FD
Triangulo 1 Triangulo 2

Angulos correspondientes: <Ay <D, «<By <XE, «Cy «F

Los siguientes tridngulos son congruentes. Comparalos e identifica los vértices, lados y angulos
correspondientes.

G oF
/% Aunque los tridngulos
B < £

estén endistinta posicion
son congruentes, puedes
girarlos o darles vuelta
para que coincidan.



1.2 Congruencia de triangulos

P Silos AABC y AA'B'C' son congruentes, compara las medidas de sus lados y dngulos correspondientes.

CI
A

La notacién A', B', y C', se lee “A prima”,

“B prima” y “C prima” y se utiliza para

' representar puntos que son diferentes,

C A pero que se corresponden con los pun-

B tosA,ByC.
Bl

. . . . . R
S Al comparar la longitud de los lados correspondientes y la medida de los dangulos correspondientes se

obtiene que
CI
Puedes comparar la lon-
AB = A'B' JA = <A A gitud de cada uno de sus
lados y amplitud de sus
AC=A'C B = 4B’ angulos respectivamente,
haciendo uso de regla,
C A compas vy transportador.
BC=B'C' AC=<xC" B
N\ B'

C En los tridngulos congruentes, las medidas de los lados y los dngulos correspondientes son iguales.
Para indicar que los triangulos AABC y AA'B'C' son congruentes se utiliza el simbolo =; es decir:
AABC = AA'B'C', que se lee el triangulo ABC es congruente con el triangulo A'B'C'.

Dado que los siguientes tridngulos son congruentes, identifica los lados y angulos correspondientes y
representa la congruencia de los triangulos usando el simbolo =,

' C Fé

Cuando se escribe la congruencia de trian-
gulos, es necesario tomar en cuenta que
se deben escribir las letras en orden de los
vértices correspondientes.



1.3 Primer criterio de congruencia de triangulos

P

Utilizando compas y regla, realiza lo siguiente:

[ Jus}

a) Construye un tridngulo utilizando los tres segmentos

de la derecha como lados.

b) Compara tus resultados con los obtenidos por tus

compaiieros, ¢{cdmo son los triangulos?

S

guiente:
e Traza una circunferencia de radio BA

CA.

ABC.

iguales sin importar la posicion.

S

a) Para construir el tridngulo se realiza lo si-

e Construye un segmento de longitud BC.

¢ |dentifica la interseccién de los dos arcos.
* Une los puntos y construye el triangulo

y

centro en By otra con centro en Cy radio

b) Al comparar los tridngulos se observa que
coinciden en todas las medidas; es decir,
tienen sus lados y angulos respectivamente

Bl

C Primer criterio de congruencia:

Dos triangulos que tienen sus tres lados iguales, son congruentes. Este criterio se conoce como Lado,

Lado, Lado (LLL); es decir, AABC =2 AA'B'C' dado que AB=A'B', AC=A'C'y BC=B'C'.

Identifica los pares de triangulos congruentes:

a) AABC; AB=5,BC=7,CA=6

b) ADEF; DE=2,EF=4,FD=3

c) AGHI; GH=4,HI=5,IH=3

d) AJKL; JK=5,KL=7,L)=8

e) AMNO; MN=3,NO= 4,0M =5
f) APQR; PQ=5,QR=8,RP =7

g) ASTU; ST=7,TU=5,US=6

h) AXYZ; XY =4,Y2=3,ZX =2

El tratado Los Elementos, de Euclides, ha sido durante 2300 afios
un documento insuperado. Como toda obra maestra puede ser
leido una y otra vez, suministrando nuevos aspectos del genio
de su creador. Aun hoy, estos viejos escritos constituyen una
fuente ilimitada de goce para los que disfrutan con la ingenio-
sidad y el artificio de un argumento matematico elegante. Dun-
ham, W. (1992). Viaje a través de los genios. p.116.

En la proposicidn 1.22. del tratado Los Elementos,
Euclides hace referencia a la congruencia de trian-
gulos estableciendo: “Construir un triangulo con
tres segmentos iguales a otros tres dados. Pero es
necesario que dos de ellos tomados juntos de

L cualquier manera sean mayores que el restante”.




1.4 Segundo criterio de congruencia de triangulos

S

P Utilizando regla y transportador, realiza lo siguiente:

a) Construye un tridngulo utilizando el segmento y los dos an-

gulos de la derecha, como dos dngulos y el lado comprendi- :

do entre ellos.

B

b) Compara tus resultados con los obtenidos por tus com-

pafieros, écomo son los triangulos?

2xC

a) Para construir el tridngulo usando la medida
de dos angulos y el lado comprendido entre

ellos.

e Construye un segmento de longitud BC.

e Mide el angulo By el angulo C en los respec-

tivos extremos del segmento BC.

e |dentifica la interseccion de los rayos de los

angulos trazados <By «xC.
e Une los puntos y forma el AABC.

b) Al comparar los triangulos, puedes ver que
coinciden en todas las medidas; es decir,
tienen sus lados y angulos respectivamente

iguales sin importar la posicion.

Bl

C Segundo criterio de congruencia:

Dos triangulos que tienen dos angulos iguales, asi como el lado comprendido entre ellos respectiva-
mente igual, son congruentes. Este criterio se conoce como Angulo, Lado, Angulo (ALA).
AABC = AA'B'C' dado que <«B = «B', BC=B'C' yxC=<xC"

Identifica los pares de triangulos congruentes:

a) AABC; BC =5, 4B = 35°, «C = 100°
c) AGHI; GH = 6, %G = 40°, <H = 110°
e) AMNO; MO =5, <M = 100°, <O = 35°

g) ASTU; ST =5, «T =50°, U = 60°

b) ADEF; EF =6, <E = 50°, <F = 70°
d) AJKL; JK=5, «J =60°, <K =50°
f) APQR; PR=6, <P =110°, ¥R =40°

h) AXYZ; XZ =6, <X =60°, <Y = 50°




1.5 Tercer criterio de congruencia de triangulos

P Utilizando regla, transportador y compas, realiza lo siguiente: B C

a) Construye un tridngulo utilizando los dos segmentos y el an-

gulo de la derecha, como dos lados y el dngulo comprendido |
entre ellos. ?
pafieros, écdmo son los tridngulos?

b) Compara tus resultados con los obtenidos por tus com-

~

a) Para construir el triangulo a partir de la medida
de dos lados y el dangulo comprendido entre
ellos, se realiza lo siguiente:

e Traza un segmento de longitud BC.

Mide el dngulo C.

Traza una circunferencia de radio CA.

Marca la interseccién de la circunferencia y
el rayo del «C.

Une los puntos y construye el tridngulo ABC.

b) Al comparar los tridngulos se observa que coin-
ciden en todas las medidas; es decir, tienen sus
lados y dngulos respectivamente iguales sin im-
portar la posicidn.

A

. la B

_A
XC
Loadeeek, As :
B e
KC

AI

S

C Tercer criterio de congruencia:

Dos tridngulos que tienen dos de sus lados iguales, asi como el angulo comprendido entre ellos tam-
bién igual, son congruentes. Este criterio es conocido como Lado, Angulo, Lado (LAL); AABC = AA'B'C'

dado que BC=B'C', «C=<xC'yCA=C'A".

Identifica los pares de triangulos congruentes:

a) AABC; BC=3,CA=4,«C=50°
c) AGHI; GH =4, HI = 3, «H = 60°
e) AMNO; OM =3, MN =4, <M = 60°

g) ASTU; US=4,TU =3, <U =50°

b) ADEF; EF =3, FD =5, «F = 60°
d) AJKL; JK =5, KL =4, <K =50°
f) APQR; RP =4, PQ =5, «P =50°

h) AXYZ; YX =5, XZ =3, <X = 60°



1.6 Aplicacion de los criterios de congruencia de triangulos

P Dado el pentdgono regular, explica por qué AABE = AEDA.

D
En el pentagono regular la medida de
£ c sus lados y angulos internos son iguales.
A B
S Afirmaciones Justificaciones
EA = AE Lado comun a ambos tridangulos.
AB = ED Por ser lados de un pentagono regular.
ZEAB = <DEA Son angulos internos del pentagono
regular.
AABE = AEDA Por criterio LAL.

-

C A la serie de argumentos, donde cada uno

En el problema mostrado anteriormente, las caracteristicas

sigue de manera ldgica los anteriores y cada de los lados y dngulos internos del pentdgono regular y los
argumento es fundamentado por otros ya criterios de congruencia de tridngulos son asuntos compro-
comprobados se le llama Demostracién. bados y la solucién mostrada es la demostracion.

Realiza las siguientes demostraciones:

1. Dado que el cuadrildtero ABCD es un romboide y 2. Dado que AB | CD y DO = BO.
AC es diagonal, demuestra que AABC = ACDA. Demuestra que AABO = ACDO.
D
A oD
A O c
B # Lo



1.7 Aplicacion de criterios de congruencia de triangulos

P Dado que en el cuadrilatero ABCD, AD || BC, y BC = DA, demuestra que AB = CD.

A

D

B

C

Utiliza congruencia de tridngulos
que contenga AB y DC, para
demostrar la igualdad de lados.

S Para los triangulos AABC = ACDA.

Afirmacion Justificacion
BC=DA Por hipétesis.
CA =AC Por ser lado comun a ambos
tridngulos.
XBCA = <DAC Por ser alternos internos entre
paralelas.
AABC = ACDA Por criterio LAL.

De donde se concluye que AB = CD, por ser lados correspondientes de dos triangulos congruentes.

C La demostracion esta estructurada de la siguiente manera:
BC = DA, argumento dado en el enunciado y se le denomina hipétesis.

CA=AC

ABCA = 4DAC, resultados ya comprobados.

AABC = ACDA

AB = CD, argumento o asunto a demostrar, conclusion.

En matematica se usa el lenguaje:
Si |:| , entonces Q

corresponde a la hipotesis y

, corresponde a la conclusion.

1. Dos segmentos AC y BD se cortan en el punto
O. Considerando que BO = DO y AO = CO, de-
muestra que AB = CD, luego escribe la hipote-

sis y la conclusion.

2. En un circulo, dos diametros AC y BD se
intersectan en el centro O del circulo. De-
muestra que AD = CB.

A
A \
o D D
B B
C C




1.8 Aplicacion de la congruencia de triangulos, parte 1

P

El mapa siguiente muestra 5 ciudades. La Ciudad B
ciudad M debe su nombre al hecho de que G e -
se ubica exactamente a la mitad del cami- Ciudad A 6 km .
no entre dos pares de ciudades: la ciudad . % fm| 7 S5km

. . '—" /'
Ay la ciudad C; y las otras dos son las ciu- () J G o _
dades By D. ¢Qué distancia separa a la ciu- S 3km e EiEETIE
dadAdelanp?  F 7 * Ha

Ciudad D

gl

-
L
-
.
.
-
-
e
-

. . . > R
Al comparar las distancias entre cada una de las ciudades se observa que se forman dos triangulos,
cuyos elementos se relacionan de la siguiente manera:

AM = CM = 3 km, por referencia de ubicacion de las ciudades.

MD = MB = 6 km, por referencia de ubicacidn de las ciudades. Ciudad B

5km

AMD CMB | vért Ciudad M 6 km
X =< , POr ser opuestos por e vertice. Ciudad A -

@@@

Ciudad C

AAMD = ACMB, por criterio LAL.

Ciudad D
DA = BC, por ser lados correspondientes de dos N
: p

triangulos congruentes.

Por tanto, la distancia entre la ciudad A y la ciudad D es 5 km.

Analiza y realiza lo que se pide en cada caso. C

1.Enlafigura1l, BC=EC, CA=CDyAB=DE.

36
a) Identifica si hay tridngulos congruentes vy justifica A > E
indicando el criterio de congruencia. 49
b) Calcula el valor de 6.
C
Figura 1
X
E B
2. Enlafigura 2, AC=DC, BC=EC.
A® g )
l/o a) ldentifica si hay tridngulos congruentes y justi-
D 3x fica indicando el criterio de congruencia.

b) Calcula el valor de x.
Figura 2



1.9 Aplicacion de la congruencia de triangulos, parte 2

P Carlos participara en una competencia de patinaje que se reali-
zara los proximos dias y ya tiene lista su rampa para practicar; su
primo José, se ha motivado y quiere construir una rampa similar
ala de Carlos, pues también quiere participar en la competencia.
Carlos le envia una fotografia con la informacién que se muestra
en la figura y le comenta que la medida del angulo entre los dos
lados proporcionados es 13°.

¢Cémo podria hacer José para elaborar la rampa con los tres
datos proporcionados por Carlos?

S 1. Recordar las condiciones del problema:
¢ |dentificar los lados conocidos que se indican en la figura.
e Indicar el angulo entre los lados conocidos; es decir, 13°.
e Observar que en el costado se forma un tridngulo.

2. Aplicar un criterio de congruencia de triangulos.
Como se conocen dos lados y el angulo entre ellos, entonces por
criterio LAL, se puede construir la nueva rampa.

3. Extraer los datos y construir la rampa.
e Medir y cortar las piezas segun las medidas indicadas en el
tridngulo.
e Colocar las piezas cortadas la primera como base y la segunda
de tal manera que en la interseccién de ambas formen un
angulo de 13°.

Analiza y realiza lo que se pide en cada caso.

1. Se necesita reemplazar unas piezas en la pasarela cuyo
disefio se muestra en la figura. Antonio estd a cargo de
construir las piezas a reemplazar; para ello necesita elaborar
una réplica, tomando como referencia las piezas que estan
colocadas.

a) ¢Cuantas y cuales medidas debe tomar Antonio como mini-
mo para replicar exactamente las piezas que se indican en
la figura?

b) ¢Las medidas indicadas en el numeral anterior son una
manera Unica de replicar las piezas? Justifica tu respuesta.

. Observa la imagen y responde. ¢Por
qué la banca con el apoyo diagonal
es mas estable que la otra? Justifica
tu respuesta.




Caracteristicas de
los triGngulos y
cuadrilateros

Unidad

E G El matematico y gedmetra griego Euclides, establecio

@ relaciones entre paralelogramos y triangulos con la mis-

D ma base, que se forman entre rectas paralelas; estas re-

B c laciones fueron utilizadas para demostrar otras como la

mostrada en la imagen, que corresponde a la proposi-
cion |. 47 del libro Los Elementos.

| H

llustracion de la proposicion 1. 47,
texto Los Elementos de Euclides.

Los triangulos son utilizados como base para
construir puentes, ventanas, puertas, vele-
ros, sefiales de transito, ganchos para colgar
la ropa, etc. Esto debido a que el triangulo
es la Unica figura que no se puede deformar,
se haga lo que se haga, seguira siendo un
triangulo.

Pasarela del Redondel Masferrer, San Salvador.

D En el desarrollo de los contenidos de esta uni-
dad, conoceras y demostraras propiedades de
triangulos y cuadrilateros, mediante el uso de
los criterios de congruencia de triangulos, asi
como la relacion entre las areas de triangulos y
cuadrilateros.

M

Tridngulos de igual base e igual altura.



1.1 Triangulos isosceles

I Clasifica los siguientes triangulos segln la longitud de sus lados, y menciona la caracteristica de los
triangulos isdsceles.

a) b) c) d)
4 cm 4cm
4 em ;e 6cm 3cm 4.24 cm
3cm
4 cm
4 cm 3cm 3cm
e
S . . . . Observa que también cada tridngulo
a) Tiene los 3 lados de igual longitud, entonces es un tridngulo

) se puede clasificar por sus angulos:
equildtero.

b) Tiene 2 lados de igual longitud, entonces es un triangulo isésceles. | a) Es acutangulo (3 dngulos agudos).

c) Tiene los 3 lados de diferente longitud, entonces es un tridangulo | b) También es acutangulo.
escaleno c) Es obtusangulo (un angulo es ob-

d) Tiene 2 lados de igual longitud iangulo iséscel tuso).
) Tiene 2 lados de igual longitud, entonces es un tridngulo isésceles. | 4 < ectangulo (un angulo recto).

-

C La definicion de los tridngulos isdsceles es que dos de sus lados son de igual longitud y se caracterizan

porque la medida de dos de sus angulos es igual. Arista

Las partes de un tridngulo isdsceles son:

Arista: Es el vértice donde concurren los lados de igual longitud. Lados opuestos a
. angulos adyacentes

Base: Es el lado opuesto a la arista.

Angulos adyacentes: Son los angulos formados por la base y los

otros dos lados del tridngulo.

Lados opuestos a angulos adyacentes: Son los lados de igual , Base

longitud en un triangulo isésceles. Angulos adyacentes

®Veriﬁca la construcciéon de un tridngulo isdsceles utilizando papel y comprueba que dos de sus lados y
angulos son iguales. Realiza los siguientes pasos:
1. Toma una hoja de papel y déblala formando un rectdngulo tal como se muestra en la figura 1.
2. Seiala la diagonal de ese rectangulo y corta con la tijera exactamente en la diagonal (figura 2).
3. El tridngulo que queda en medio, dividelo por la mitad tomando punta a punta y comprueba que es
isésceles viendo que sus angulos y lados coinciden (figura 3).

’ ! /) (\
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Clasifica los siguientes triangulos, argumenta tu respuesta y sefiala las partes de los tridngulos isdsceles.
d)

5cm
3cm

4cm



1.2 Teorema del triangulo isdsceles

P Demuestra que, si el AABC es isdsceles con lados AB = AC, entonces <ABC = <ACB.

A

Como aplicacién de los criterios de congruencia de tridngulos,

se tiene la demostracion de un teorema clasico, conocido como

el Pons Asinorum, o puente de los burros, que establece que

“En un triangulo isésceles, los dngulos de la base son

congruentes” (un triangulo isésceles es aquel que

tiene dos lados congruentes y el tercer lado se le lla-
\ma base). Pinasco, J. (2009). Las Geometrias.

B C

S Se traza el segmento AD con D, el punto medio de BC. A

DB = DC (por construccion).

Entonces, AABD = AACD (por criterio LLL, AD es comun, y AB = AC por hipdtesis).

Por lo tanto, XABC = XACB (por la congruencia de los triangulos).

S

C En un tridngulo isésceles, los angulos de la base son congruentes.

1. Determina la medida de los angulos restantes de cada tridangulo aplicando el teorema demostrado.
b) c)

a)
A
A A
C
130° P
B C
65° B
B C

2. En la siguiente figura considera que BD = CD = AD. Justifica las igualdades planteadas en cada literal
dejando constancia de lo realizado.

a) <DAB = <DBA A

b) <DAC = «<DCA

c) <DBA + <ACB = 90°

d) «CAB =90° B } : C



1.3 Bisectriz de un triangulo isdsceles

P Demuestra que en un triangulo isdsceles ABC, la bisectriz del angulo comprendido entre dos lados de
igual longitud es mediatriz del lado opuesto.

A

La bisectriz de un triangulo: es el segmento que divide a cualquiera de sus
tres angulos en dos partes iguales y termina en el correspondiente lado
opuesto.

La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular a dicho segmento y
que lo divide a la mitad.

A A

Bisectriz Mediatriz

S |
En la figura AABD = AACD (por criterio LAL, AB = AC, AD es compartido y <BAD = «<CAD por hipdtesis).

Entonces DB = DC (por la congruencia de triangulos).

A
<ADB = <ADC (por la congruencia de triangulos) . .. (1)
JIADB + <ADC = 180° (por ser dangulos suplementarios) . . . (2)
Entonces, 2<ADB = 180° (por (1) y (2)).
Y <ADB =90°, y entonces AD 1BC. 5 . c

Por lo tanto, AD es mediatriz de BC (DB =DCy AD 1 BC).

C En un tridngulo isdsceles se cumple que la bisectriz del angulo comprendido entre los dos lados de igual
longitud del tridngulo es mediatriz del lado opuesto.

Observa que por este resultado se puede concluir que la
bisectriz del angulo comprendido entre los lados de igual
longitud, también es altura y mediana del triangulo isés-
celes.

Demuestra que si el AABC es isdsceles y si se trazan las bisectrices de los dngulos adyacentes, siendo P
el punto de interseccidn entre las dos bisectrices, entonces el APBC es isdsceles.

A

N,



1.4 Triangulos equilateros

P Demuestra que los dngulos del triangulo equilatero ABC son de igual medida, y cada uno mide 60°.

A

Un triangulo equilatero es aquel cuyos
tres lados tienen igual longitud.

B | C

S ZABC = <BCA (ya que AB = AC) .. . (1)

¥ABCA = «CAB (ya que BC=BA)...(2)
60°

Por lo tanto, <ABC = <BCA = «<CAB (por (1) y (2)).
60° 60°

Sea x la medida del angulo:

A un triangulo que posee sus tres
3x = 180° (por la suma de los dngulos internos de un triangulo). angulos de igual medida se le
puede llamar equiangular.

Entonces, x = 60° (resolviendo la ecuacidn).

Por lo tanto, cada uno de los angulos de un triangulo equildtero mide 60°.

En un tridngulo equildtero cada uno de los angulos internos mide 60°.

Sea el AABC equilatero, y ademds BE = CF = AD. Demuestra que el ADEF es equilatero.

A




1.5 Teorema sobre tridngulos isdsceles y equilateros

P

Demuestra que si la medida de dos angulos de un triangulo es igual, entonces la longitud de los lados
opuestos a estos angulos es igual.

A
Este resultado se suele enunciar
como “a angulos de igual medida se
oponen lados de igual longitud”.
B C
S Trazando la bisectriz de <CAB, se tiene que A

ADBA = «XDCA (por hipdtesis) . .. (1)

ADAB = <DAC (por construccion de la bisectriz) . . . (2)

«BDA = 180° — (XDBA + <DAB) (teorema de angulos internos de triangulos).
= 180° — (XDCA + <DAC) (por 1y 2).
= ICDA

B D C
Entonces, AABD = AACD (por criterio ALA, AD es comun, <BDA = <CDA y <DAB = «<DAC).

Por lo tanto, AB = AC (por la congruencia).

C

En un triangulo, si dos dngulos tienen igual medida entonces los lados opuestos tienen igual longitud.

®Demuestra gue si todos los angulos de un triangulo son iguales, entonces es un triangulo equilatero.

A
AB = AC (por <BCA = <ABC, aplicando el resultado demostrado). . . (1)
CA = BC (por <ABC = «CAB, aplicando el resultado demostrado). . . (2)
Por lo tanto, AB = BC = CA, y el triangulo es equilatero (por (1) y (2)). B C

Utilizando los datos en la siguiente figura, demuestra que AFAB, AFBC, AFCD y AFDE son equilateros.

C 4 A

60°




1.6 Reciproco y contraejemplo de un teorema

I Compara y determina la diferencia entre los siguientes teoremas:

¢ Si un tridngulo es isdsceles, entonces el tridngulo tiene dos angulos de igual medida.
e Si un tridngulo tiene dos angulos de igual medida, entonces el tridngulo es isdsceles.

S

Analizando el primer teorema: “Si un triangulo es isdsceles, entonces tiene dos angulos de igual medida”.

Condiciodn cierta (hipotesis): El tridngulo es 5 Condicién a demostrar (conclusion): El tridngulo

isdsceles (tiene dos lados de igual longitud). tiene dos angulos de igual medida. Demostrado
A en la clase 2. A
—
B C B C

Analizando el segundo teorema: “Si un tridngulo tiene dos dngulos de igual medida, entonces el
triangulo es isdsceles”.

Condicidn cierta (hipotesis): El tridngulo Condicién a demostrar (conclusion): El tridangulo

tiene dos angulos de igual medida. es isosceles (tiene dos lados de igual longitud).
A Demostrado enlaclase 5. A
—
B C B C

El primer teorema es diferente del segundo, pues la condicidn que se cumple en el primero es la que
hay que demostrar en el segundo, y la condicidon que se cumple en el segundo es la que hay que de-
mostrar en el primero.

C El teorema que intercambia la hipdtesis y la conclusién de otro teorema se conoce como teorema
reciproco. El reciproco de un teorema puede que no se cumpla, en ese caso hay que presentar un ejem-
plo que muestre que no se cumple y se conoce como contraejemplo.

®Escribe el reciproco del siguiente enunciado, en el caso de no ser cierto, dar un contraejemplo que lo
justifique: “Todo tridangulo equilatero es isdsceles”.
Reciproco: “Todo triangulo isésceles es equildtero”. No se cumple, observa el contraejemplo.
Contraejemplo: El tridngulo de lados 5 cm, 5 cm y 6 cm, es isdsceles pero no es equilatero.

1. Determina el reciproco: “Si los 3 angulos de un tridngulo son iguales, entonces el A
triangulo es isdsceles”. Escribe el reciproco, demuestra si se cumple o proporciona
un contraejemplo si no se cumple.

2. Determina el reciproco: “En el triangulo ABC, si AB = AC y AD es bisectriz de <CAB,
entonces AD es mediatriz de BC”. Escribe el reciproco, demuestra si se cumple o

. . ) B D C
proporciona un contraejemplo si no se cumple.



1.7 Primer criterio de congruencia de triangulos rectangulos

P Demuestra que si en los tridngulos rectangulos AABC y AA'B'C' se cumple que
A CAB = «C'A'B', <ABC = <xA'B'C' =90° y AC = A'C'; entonces, AABC = AA'B'C'.

Recuerda que los lados de un
A A' triangulo rectdngulo tienen
los siguientes nombres:

A

Hipotenusa
Cateto | :
B C B' c' B C

Cateto

S Los triangulos tienen los tres angulos de igual medida porque son rectangulos.

A A
Ademas, <CAB =« C'A'B".
Por lo tanto, AABC = AA'B'C' (por criterio ALA).

- c B

B c'
. J

C Si en un triangulo rectangulo se cumple que la hipotenusa y un dngulo agudo son respectivamente de
igual medida, entonces los tridngulos son congruentes.

En los siguientes triangulos rectangulos, identifica los congruentes entre si. Justifica tu respuesta.

a) b) c)
55°
4 i
55°
3

d) e)

f)

55°
.
4
4 4
3
55°




1.8 Segundo criterio de congruencia de triangulos rectangulos

P Demuestra que si AC = DF, AB = DE y ¥ACB = «DFE = 90°, entonces AABC = ADEF.
A D

B C F E

S Haciendo coincidir los lados AC y DF.

Los puntos B, C, E estan alineados («BCE = <BCA + ¥EFA =90° +90° =180°). 5 -p
Entonces, AABE es isdsceles (B, C, E estan alineados y AB = AE).

Luego, XABE = XAEB (AABE es isdsceles).

Por lo tanto, AABC = ADEF (tienen un cateto e B I E
hipotenusa de igual medida). C=F

C Criterios de congruencia de triangulos rectangulos

Dos triangulos rectdngulos son congruentes si se satisface alguna de las siguientes condiciones:

A D
1. La hipotenusa y un dngulo agudo son respectiva- [A [A
mente de igual medida. B C E F
2. La hipotenusa y un cateto son respectivamente de A D
igual medida. m m
B C E F

congruentes. Justifica tu solucién. igual medida también los triangulos
son congruentes por criterio LAL.

b) c) 2 d)
4 A 2.82 2 2.82
2 A

2.Enla figura AB =AC, BD L ACy CE L AB. Demuestra que

1. En los siguientes tridngulos rectangulos, agrupa los que son [Observa que si dos catetos tienen]

a)

a) ABCD = ACBE
b) AE = AD B C



1.9 Condiciones necesarias y suficientes

P Considera dos condiciones Ay B sobre un triangulo ABC:

A: ABC es un tridngulo equilatero B: ABC es un triangulo isésceles

a) Si AABC cumple A, ¢{también cumple B?
b) Si AABC cumple B, étambién cumple A?

c¢) Si AABC no cumple B, ¢tampoco cumple A?

a) Si un tridngulo ABC cumple la condicién A, también cumple B; pues los tridngulos equilateros
tienen los 3 lados iguales y para ser isdsceles Unicamente necesita 2 lados iguales; por tanto si se
cumple A también se cumple B.

b) No se cumple siempre, pues que un tridngulo sea isdsceles no es suficiente para que sea equila-
tero; porque la medida del tercer lado (base), puede ser igual o distinta a la medida de los otros 2
lados.

c) Si un tridngulo no es isésceles, tampoco puede ser equildtero; pues para ser isdsceles necesita 2
lados iguales y para ser equildtero los 3 lados iguales.

Cuando se cumple la proposicion “si A, entonces B”, se dice que “A es suficiente para B” y que “B es
necesaria para A”.

Una condicidén es necesaria para otra
si al no cumplirse, la otra tampoco se
cumple.

Escribe N si A es necesaria para By escribe S, si A es suficiente para B, para cada una de las situaciones

siguientes:
a) Para un tridngulo DEF: A: DEF es is6sceles, B: DEF es equilatero.
b) Para un tridngulo DEF: A: DEF es rectangulo, B: DEF es isdsceles.
c¢) Para un tridngulo DEF: A: DEF tiene 3 angulos iguales, B: DEF es isésceles.

d) Para un cuadrilatero DEFG: A: DEFG es cuadrado, B: DEFG es rectangulo.



1.10 Uso de las condiciones necesarias y suficientes

P Determina si la condicion A es necesaria o suficiente para B. Considera los tridngulos ABCy A'B'C'.
A: <ABC = <A'B'C' =90°, «CAB = <C'A'B', AC=A'C".
B: AABC = AA'B'C'.

A A'

B C B' c

S La condicion A(XABC = <A'B'C'=90°, <CAB = <C'A'B', AC = A'C') es suficiente para que se cumpla B; por

criterio de congruencia de la clase anterior.

La condicion A(XABC = <A'B'C' = 90°, «CAB = «C'A'B', AC = A'C') es necesaria para B; pues por defini-
cion de congruencia para que dos triangulos rectangulos sean congruentes, es necesario que sus lados

y angulos correspondientes sean iguales.

Por tanto, la condicién A(XABC = <A'B'C' = 90°, <CAB = <C'A'B', AC = A'C') es necesaria y suficiente

para B(AABC = AA'B'C').

~

C Una condicién A es necesaria y suficiente para B, si A es tanto necesaria como suficiente para B.

Observa que la condicion A es necesaria y suficiente para B, significa que se cumple la proposicidn “si A

entonces B” y la reciproca “si B entonces A”.

Para el ejemplo presentado, la proposicién “si A entonces B”, corresponde que para los dos tridngulos
rectangulos dados se cumple que <ABC = ¥A'B'C'=90°, <CAB = «C'A'B', AC = A'C', entonces los trian-
gulos son congruentes; mientras que la reciproca “si B entonces A” corresponde a que si dos tridngulos

son congruentes, entonces tienen iguales sus lados y angulos correspondientes.

{

\ 1. En las siguientes condiciones sobre triangulos, determina si la condicidon A es necesaria y suficiente

para B.

a) A: Isésceles B: Tiene dos dngulos de igual medida
b) A: Equilatero B: Tiene tres angulos de igual medida
c) A: Isésceles B: Equilatero

d) A: Rectangulo B: Equilatero

2. Elabora enunciados sobre condiciones necesarias y suficientes.



1.11 Caracteristicas de las bisectrices de un triangulo

P

En la siguiente figura, Bl y Cl son bisectrices del triangulo ABC, y se cumple que ID L AB, IE L BCy
IF L CA. Demuestra lo siguiente: A

a)ID=IE=IF F
b) El segmento Al también es bisectriz del tridngulo.

B E C
N
S a) AEIB = ADIB (por criterio 1 de congruencia de tridngulos rectangulos).
Entonces, ID = IE (por la congruencia) . .. (1) A
ACIE = ACIF (por criterio 1 de congruencia de tridngulos rectangulos). D F
Entonces, IE = IF (por la congruencia) . .. (2)
Por lo tanto, ID = IE = IF (por (1) y (2)) B c
E
En b) para demostrar que <XIAF = XIAD se
necesita demostrar que AFIA = ADIA.
b) En AFIAy ADIA, ID = IF, IA es compartido (por el literal a y por construccién). A
AFIA = ADIA (por criterio 2 de congruencia de tridngulos rectangulos).
Entonces, XIAF = XIAD.
Por lo tanto, Al es bisectriz de AABC. B E C
. J

C El punto “I” donde se intersecan dos bisectrices de un tridngulo se conoce como incentro. La distancia
del incentro a cualquiera de los lados del tridngulo es la misma (la distancia es la longitud del segmento
trazado desde el punto “I” perpendicular a un lado del tridngulo). Ademas, la tercera bisectriz también
debe pasar por el punto “I”; es decir, las 3 bisectrices se intersecan en el incentro.

,
Observa que si el incentro equidista
de los tres lados, es posible trazar una |-

Comprueba utilizando un tridangulo de papel que las tres bisectrices | circunferencia cuyo radio seaigual ala

de un tridngulo se intersecan en un mismo punto llamado incentro. | distancia del incentro a alguno de los
lados. Dicha circunferencia se conoce
, . ) como: circunferencia inscrita.

a) Dobla cada angulo del tridngulo por la mitad. A

y r

b) Marca el punto donde se intersecan las 3 bisectrices.

c) Dibuja la circunferencia inscrita.




1. En el tridngulo equilatero ABC, AM L BC, responde:

A
a) ¢éComo se llama el segmento AM?
b) Determina el valor de los angulos x, y, z. z
A
B a ad C
L N M
2. En la siguiente figura L, M, N son puntos medios de los lados del
triangulo equilatero ABC. Demuestra que el ALMN es equilatero.
B C
M
A
3. En el AABC, desde el punto medio M del lado BC se trazan 2
segmentos perpendiculares a ABy AC, e intersecanen DY E a D E
AB y AC respectivamente, Si MD = ME, demuestra:
a) ABDM = ACEM
b) AADM = AAEM B H H C
c) El AABC es isdsceles. M

d) Si se traza el segmento DE, entonces DE || BC.

4. En los siguientes enunciados sobre tridngulos determina si la condicién A es necesaria y/o suficiente
para B.
a) A: Dos tridngulos son congruentes.
B: Los dngulos internos correspondientes de dos tridngulos tienen igual medida.

b) En dos tridngulos rectangulos:
A: La hipotenusa y un angulo agudo tienen igual medida.
B: Los dngulos internos correspondientes de dos tridngulos tienen igual medida.

1. En los siguientes enunciados acerca de tridngulos, determina si la condicién A es necesaria y suficiente
para B.
a) A: Equilatero; B: La mediana vy la altura coinciden en cada vértice.
b) A: La medianay la bisectriz coinciden en cada vértice.
B: La mediana y la mediatriz coinciden en cada vértice.
A
2. En un tridngulo isésceles AABC, hay dos puntos Dy E en los
D E lados de igual medida AB y AC. Si BD = CE. Demuestra que
a)BE=CD
b) Si F es el punto donde se cortan BE y CD entonces BF = CF.

B C

3. En los triangulos isdsceles AABC y AEBC, demuestra que AE L BC.

Sugerencia: considera la mediatriz del segmento BC. \5\

4. Elabora enunciados sobre condiciones necesarias y suficientes. E

S



2.1 El paralelogramo

I a) Encuentra en la siguiente imagen las figuras planas llamadas paralelogramos, explica la razén por
la que se llaman asi.
b) Luego menciona 3 ejemplos de tu alrededor donde encuentras paralelogramos.

N
S a) Los soportes de los columpios son cuadrilateros, tienen dos pares
de lados opuestos paralelos, por tanto, son paralelogramos; al igual
§ E § que el techo del deslizadero.
b) Ejemplo 1. La pizarra es un paralelogramo.
——————————— Ejemplo 2. Los vidrios de las ventanas.

Ejemplo 3. El escritorio de la profesora o algunos pupitres.

C Un cuadrilatero que tiene dos pares de lados opuestos paralelos se A D
llama paralelogramo.

Recuerda que un rectdngulo y un cuadrado también cumple la
condicidn de ser un paralelogramo. C

@ (Aunque se gire un angulo cualquie-
En el paralelogramo ABCD mostrado a continuacién, tomando la in- | ra con respecto al punto O como
terseccion de las diagonales en el punto O, ¢cuéles pares de segmen- ﬁ:gt‘: central, se mantiene el para-
tos y angulos son iguales? gramo- //\D

a) AB=DC, AD = BC A~
/ 0
——=

\ 7’

A D

b) «ABC = «CDA, <BAD = «DCB }

0 c) OA = 0C, OB = OD
d) <AOB = «COD, <AOD = %COB
B

e) LABO = «CDO, «BAO = «DCO
S J

C

B C f) «ADO = «CBO, <DAO = «BCO

Identifica, en las siguientes figuras, cudles son paralelogramos. Justifica cada caso.

a)




2.2 Caracteristicas de los paralelogramos

I Para un paralelogramo, demuestra lo siguiente:
Observa que para demostrar que

A D 1. AB=DC AD=BC

1. Tiene dos lados opuestos congruentes.
i , 2. IDAB = XBCD y XABC = <CCDA
2. Tiene dos angulos opuestos congruentes. . -
3 Ti q | | . | Es suficiente demostrar que ADBA = ABDC,
. Tiene .os angulos consecutivos suple- B c  trazando la diagonal BD.
mentarios.

Por hipdtesis se tiene que AB|| DCy AD||BC. A

N
D A D A D
Se traza la diagonal BD, de lo cual se tiene: / / M M
B C B c B C

<ABD =< CDB (por ser alternos internos entre paralelas)...(1)

X ADB = «XCBD (por ser alternos internos entre paralelas)... (2) Observa que <XABC = <CDA porque

en el paralelogramo se cumple que

ADBA = ABDC (por criterio ALA, de (1), (2) y BD es comun). 2 ABD + <CBD = <CDB + <ADB

Entonces, AB = DC, AD = BC, <DAB =< BCD, <ABC =< CDA.

Finalmente, <ABC + <BCD = 180° (mitad de la suma de los angulos interno de un cuadrilatero).

\ J
C En un paralelogramo se cumple que los lados y los dngulos opuestos son congruentes y los angulos
consecutivos son suplementarios.
A D A D A D A D
B DC B Z :c B Z f }C BE::Z
@Encuentra los dngulos y lados segun las caracteristicas de los paralelogramos:
A 10 cm D
80° 100° %x =100° y %y = 80° porque dos angulos opuestos son
5 cm iguales y el lado AB =5 cm y el BC = 10 cm porque dos
x° y° lados opuestos son iguales.
B C
1. Dadas las siguientes figuras, explica si son paralelogramos segun sus lados y dngulos, encuentra las
medidas de lados y dngulos en el caso de ser paralelogramos.
|| L] 5
a) 3cm b) X 90° c) - 4 cmo d) - cm -
x 116° 4cm 3cm x 72 3cm 90° 90°
4cm 0° 90° - 108°
Y e 0 9% NT2° "7 S
4 cm

2. Dados los siguientes triangulos, selecciona las parejas de figuras que al unirse forman un paralelogra-
mo y explica por qué son paralelogramos.

a) b

) c d) e)
O
6cm /
S 6 / 6cm

6cm



2.3 Diagonales de un paralelogramo

I Demuestra que en un paralelogramo las diagonales se intersecan en su punto medio.

Recuerda que un cuadrilatero tiene 2
diagonales.

S Por hipotesis se tiene que AB|| DCy AD|| BC. A ! D A I D

Al trazar las diagonales del paralelogramo 0
se tiene:

g L ! C B

AB = DC (por ser paralelogramo) ... (1)

AABO = «CDO (por ser alternos internos entre paralelas) . . .(2)

Para demostrar que
OA=0CyOB=0Des
suficiente demostrar

Entonces, AOAB = AOCD (por criterio ALA, de (1), (2) y (3)). que AOAB = AOCD.

LBAO = «DCO (por ser alternos internos entre paralelas) . . .(3)

Por lo tanto, OA = OCy OB = OD (por definicién de congruencia).

C En un paralelogramo se cumple que las diagonales se intersecan en su punto medio.
A D

1. Escribe qué caracteristica del paralelogramo ABCD se debe utilizar para determinar el valor de xy y.

T D
@) o
i M -
B C

2. En el siguiente dibujo las diagonales AC y BD del paralelogramo ABCD se cortan en el punto O y el
segmento PQ pasa por el punto O. Completa la demostracion de que PO = QO colocando en los
espacios en blanco lo que corresponde:

= (por propiedad de los paralelogramos) . . .(1)

= (por ser dngulos alternos internos entre las paralelas) . . .(2)

. i P
= (son angulos opuestos por el vértice) . . . (3) A D

AAOP = ACOQ (por criterio de congruencia ALA, de (1), (2) y (3)).

Por lo tanto, PO = QO ( ).




2.4 Condiciones de los lados de un cuadrilatero para que sea paralelogramo

I Demuestra que un cuadrilatero cuyos pares de lados opuestos son congruentes es un paralelogramo.

A Il D
n Para demostrar que ADJ|IBC y ABJ|IDC es
suficiente, demostrar que AABD = ACDB,
trazando la diagonal BD.
1]
B I C

S Se traza la diagonal BD.

Entonces, AABD= ACDB (por criterio LLL, AB = CD, AD = BC; por hipétesis y BD es comun).

Entonces, XABD = «<CDB (por ser dngulos correspondientes en la congruencia).

Por lo tanto, AB||DC (dado que <xABD = <CDB). A I D
I
Andlogamente, XADB = «<CBD (por la congruencia).

Por lo tanto, AD|| BC (dado que <ADB = «CBD).

Finalmente el cuadrildtero ABCD es un paralelogramo.

.

C Si los lados opuestos de un cuadrilatero son de igual medida, en- Observa que ser paralelogramo es
tonces el cuadrilatero es un paralelogramo. Este teorema es el una condicién, necesaria y suficien-
reciproco de “en un paralelogramo los pares de lados opuestos te, para que un cuadrilatero tenga

son de igual medida”. lados opuestos de igual medida.

1. En los siguientes cuadrilateros describe los que cumplen la condicién de paralelogramos.

6 cm 6cm 4cm 7 cm
6cm s
cm
5cm S em 6 cm 6cm 5cm
6cm
6cm 6 cm 3 em 7cm

2. AABC y ADEF son congruentes. Explica por qué al unir estos tridngulos se forma un paralelogramo.

A\ F E
B | \D




2.5 Condiciones de los angulos de un cuadrilatero para que sea paralelogramo

I Demuestra que un paralelogramo es un cuadrilatero cuyos pares de angulos opuestos son de igual

medida.
A D . >
Estableciendo los puntos E y F sobre la prolongacion
de los lados BC y CD respectivamente. Para demostrar
que AB || DCy BC || AD es suficiente, demostrar que
\ <XABC = XDCE, XXBCD = <XADF.
B C

S Prolongando los segmentos BC hasta E y CD hasta F;

2<ABC + 2<%BCD = 360° (suma de angulos internos de un cuadrildtero, <DAB = «BCD y <ABC = <CDA).

Entonces <ABC + <BCD = 180° (dividiendo por 2) ... (1)

F
También «BCD + <DCE = 180° (por angulos suplementarios) . . . (2) A b
Luego, <ABC = «DCE (restando (2) de (1)).
Por lo tanto, AB || DC (dngulos correspondientes de igual medida).
B C E

De la misma manera se procede para demostrar que BC || AD.

Una vez se realiza la demostracion se concluye que los lados opuestos del cuadrilatero son paralelos.

Por tanto, el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.

C Si dos pares de angulos opuestos son congruentes en un cuadri- Ser paralelogramo es una condicién

latero entonces es un paralelogramo, este es el reciproco del teo- necesaria y suficiente para que un
rema: “En un paralelogramo dos pares de angulos opuestos son cuadrilatero tenga dngulos opuestos
congruentes”. de igual medida.

Demuestra que un cuadrilatero cuyas diagonales se cortan en su punto medio es un paralelogramo.

Es suficiente comprobar que los lados opuestos son de

o) igual medida para demostrar que ABCD es paralelogra-
mo. Para ello, se puede pensar en los cuatro triangulos
que se forman dentro del paralelogramo.




2.6 Condiciones suficientes para que un cuadrilatero sea paralelogramo

P Dibuja en tu cuaderno la figura, para ello realiza los siguientes pasos; luego responde:
1. Traza un segmento AD utilizando 4 cuadros de tu cuaderno o 4 cm A

de longitud. s
2. Traza otro segmento BC utilizando 4 cuadros de tu cuaderno o 4 cm

de longitud, 4 lineas mas abajo de la primera.
3. Traza los segmentos AB y CD.

¢Es ABCD un paralelogramo? Argumenta tu respuesta utilizando las a1
condiciones vistas en clases anteriores.

C

S Por los pasos que se siguieron para construir la figura AD = BC = 4 cm y AD||BC porque las lineas del )

cuaderno son paralelas. A b
Trazando la diagonal AC. p : ?
Entonces, AABC = ACDA (XACB = «CAD por ser angulos
entre paralelas, AD = BC y AC es comun).
Luego, AB = CD (por la congruencia).
Por lo tanto, ABCD es paralelogramo (dos pares de lados é } 3
opuestos de igual medida). B c )
C Cada una de las siguientes condiciones es necesaria y suficiente para que un cuadrildtero sea
paralelogramo:
1. Dos pares de lados opuestos son paralelos. 4. Las diagonales se intersecan en su punto medio.
2. Dos pares de lados opuestos son congruentes. 5. Dos lados opuestos son paralelos y congruentes.
3. Dos pares de dngulos opuestos son congruen- 6. Los angulos consecutivos son suplementarios.
tes.
Donde el numeral 1 corresponde a la definicién de paralelogramo.
@Se toman los puntos E y F en los lados AD y BC respectivamente de un paralelogramo ABCD de modo
que se cumple que AE = CF. Demuestra que el cuadrilatero EBFD es un paralelogramo.
ED || BF ALE P
ED = AD-AE =BC-FC=BF
Por tanto, el cuadrildtero BFDE es paralelogramo (pues tiene dos
lados opuestos paralelos y congruentes). B = ¢
1
\ 1.En el cuadrildtero ABCD determina cuales 2.En el dibujo los cuadrilateros ABCD y BEFC
de las siguientes condiciones son suficientes son paralelogramos. Demuestra que el cua-
para que un cuadrilatero sea paralelogramo. drilatero AEFD tambiéAn lo es.
D
a) BA=AD, BC=CD A D B C

b) AB = DC, AD =BC
c) <DAB = «BCD, <ABC = «CDA




2.7 Caracteristicas del rectangulo y el rombo

I Demuestra que un rectangulo y un rombo son paralelogramos. Utiliza las condiciones establecidas en
la clase anterior.

u; = Definicion de un rectangulo: Es el cuadri-
latero que tiene sus cuatro angulos rec-
tos congruentes.

Definicion de rombo: Es el cuadrilatero
que tiene sus cuatro lados congruentes.

S

e Rectdngulo:tiene dos pares de dngulos opuestos congruentes, por la condicién 3, es un paralelogramo.
e Rombo: tiene dos pares de lados opuestos congruentes, por la condicidn 2, es un paralelogramo.

—

El rectdngulo es un paralelogramo por sus angulos y por sus lados, el rombo también lo es.

®Demuestra los siguientes resultados sobre las diagonales del rombo y el rectangulo.

a) Las diagonales de un rectangulo son iguales. Para demostrar que AC = DB,
b) Las diagonales de un rombo se intersecan perpendicularmente. es suficiente demostrar que
AABC = ADCB.
A D

1. Trazando las diagonales AC y DB en el rectangulo ABCD.

(por criterio LAL, AB = DC, BC es

comun y <ABC = <DCB = 90°).

Por lo tanto, AC = BD (por la congruencia). B

Entonces AABC = ADCB

2. Trazando las diagonales ACy BD en el rombo ABCD y llamando O al punto donde se intersecan.

Para demostrar que BD L AC, es

Entonces, AACD es isdsceles (por ser rombo DA = DC). suficiente demostrar que DO es la D
altura de AACD.
Luego, DO es mediatrizde AACD (por ser paralelogramo las diagonales se intersecan
en el punto medio). A 0 C
Por lo tanto, DBLAC (porque en un triangulo isésceles coincide la bisectriz con la
mediatriz, segun la clase 1.3).
B

1. Demuestra que un cuadrilatero cuyas diagonales son congruentes y se cortan en el punto medio, es
un rectangulo.

2. Construye un rombo cuyas diagonales sean congruentes con los segmentos AB y CD.

A 8cm B

6cm
C D




2.8 Aplicacion de las caracteristicas de las diagonales de un rectangulo

P Dado el tridngulo rectangulo ABC, donde se establece el punto medio de la hipotenusa AC como el
punto M, demuestra que MA =MB = MC.

A

Recuerda que en un rectangulo las diagonales
M se intersecan en su punto medio.

B C

S Construyendo un rectdngulo ABCD de lados AB y BC; y diagonales AC y BD, que se intersecan en el

punto medio, por ser paralelogramo M. A D
BM =% BD (por ser diagonal del paralelogramo ABCD) . .. (1) \E]
MA =MC = % AC (por ser diagonal del paralelogramo ABCD) ... (2) 'V'

Ademas AC = BD (ABCD es un rectangulo) . .. (3)
Por lo tanto, MA = MB = MC (de (1), (2) y (3)). B C

S

C En todo tridngulo rectangulo, el segmento que une el vértice opuesto a la hipotenusa con el punto me-
dio de esta, tiene una longitud congruente a la mitad de la longitud de la hipotenusa.

¢El cuadrado es un paralelogramo? Recuerda que el cuadrado
Dado que el cuadrado tiene 4 lados congruentes entonces, los lados <6 el EuaelEien gue Hene

cuatro angulos rectos y 4 la-
opuestos son congruentes y por tanto el cuadrado es paralelogramo. q
o0s congruentes.

1. ¢ Cuales son las condiciones que se deben adicionar para que un paralelogramo sea rectangulo, rom-
bo o cuadrado? Escoge del literal a al literal d las condiciones correspondientes.

a) <A =90° b) AB = BC ¢) AC = BD d) ACLBD
D A l D
A D A D i
"~ . _ -] \\ //
ke A c + T
B—k - - \I_C // \\
C
B g —+—L¢
Paralelogramo Rectangulo Rombo Cuadrado
2. En la siguiente figura identifica los paralelogramos que A B C /

se forman, luego clasificalos segln sean rectangulos,
cuadrados, rombos, o solamente paralelogramos.




2.9 Reciproco de caracteristicas de rectangulos

P

¢Habrdn cuadrildteros que tengan las diagonales congruentes pero no sean rectangulos?

Piensa en el reciproco de “en un rectangulo las
diagonales son iguales”.

El trapecio es un cuadrilatero que tiene solo un
par de lados paralelos.

S Tomando un trapecio isésceles (AB = DCy AD || BC).
Se puede demostrar que AABC = ADCB para determinar que AC = DB. A D

Por lo tanto, la respuesta es si, hay otros cuadrilateros cuyas diagona-
les son congruentes; los trapecios son un ejemplo.

Esto significa que si en un cuadrilatero las diagonales son congruentes,
no significa que el cuadrilatero es rectangulo, puede ser otro tipo de B C
cuadrilatero.

C Para demostrar la veracidad del reciproco del teorema,
El reciproco del enunciado “en un rectangulo las dia- | en este caso, se utilizé un contraejemplo.
gonales son iguales”, es decir, “si las diagonales de un B

.2 . , ” En este caso como no se cumple, también se puede

cuadrilatero son iguales, entonces es un rectangulo”, decir que ser rectangulo es una condicién suficiente

no se cumple, por el contraejemplo propuesto. para que las diagonales sean congruentes, pero no es
necesaria.

@aUn cuadrilatero cuyas diagonales se intersecan perperdicularmente, es un rombo?

Esto no es cierto ya que el cuadrildtero mostrado tiene sus
diagonales perpendiculares, pero no es un rombo, ya que sus
u lados son desiguales.

Este enunciado es el reciproco de “en
un rombo las diagonales se intersecan
perperdicularmente”.

1. Demuestra que las diagonales de un trapecio isdsceles que no es un paralelogramo son congruentes.
A D

B C

2. Demuestra que un cuadrilatero cuyas diagonales son perpendiculares y se cortan en el punto medio
es un rombo.



2.10 Relacion entre lineas paralelas y areas

P En la siguiente figura, la linea [ y BC son paralelas, explica por qué

los tridngulos ABC, A'BC, tienen la misma drea. En un par de lineas paralelas, las lineas

perpendiculares trazadas desde dos
I A A puntos de una linea paralela a la otra,
tienen la misma longitud.

B C

S Observa en la figura los tridngulos ABC y A'BC, tienen como
base el segmento BC, y uno de sus vértices en recta [ paralela A Al

a la base BC. !

Estos tridngulos tienen la misma base y al determinar la altura
a cada uno de ellos, las dos son congruentes, dado que estan
entre dos rectas paralelas.

Por tanto, el drea de los dos tridngulos es igual.

C Cuando se tienen dos rectas paralelas, los segmentos perpendiculares trazados de una recta a otra,
tienen igual longitud.

@ABCD es un paralelogramo; M es el punto medio del A D
segmento BC, P el punto de interseccién del segmento
BD y AM. Establece cudles son los tridangulos que tienen la P
misma drea.

Los triangulos ABM, DBM y DMC son algunos de los que
tienen igual 4rea, ademas de los tridangulos ABD, AMD vy
BDC; dado que tienen la misma base y la misma altura,
dada la propiedad que entre lineas paralelas los segmentos
perpendiculares tienen la misma longitud.

B

También se puede decir que las areas de los triangulos ABP y DMP son iguales, puesto que las areas de
ABM y DBM son iguales y se les esta restando la misma porcidn de drea a ambos (MPB).

Si se establece como punto O la interseccién de diagonales en el trapecio ABCD con AD||BC, demuestra
que las dreas de los tridngulos AOB y DOC son iguales.
A D




2.11 Aplicacion de la relacion entre lineas paralelas y areas

I En el cuadrilatero ABCD que se muestra a continuacidén, en la prolongacion del segmento BC, se ubica el

S

punto E, se forma el tridngulo ABE, de tal manera que el AABE tenga la misma area que el cuadrilatero
ABCD, idonde se debe colocar el punto E?
A
Puedes intentar encontrar el triangulo que
D tenga la misma drea que el triangulo ACD,
relacionando rectas paralelas y areas.

A
D

C

Para elaborar el AABE que tenga la misma drea que el cuadrilatero ABCD, puedes seguir los pasos:

1. Trazar la diagonal AC.
2. Trazar la paralela /, al lado AC y que pase por el vértice
D, establecer el punto E donde se intersecta con la pro- A l
longacién al lado BC. D
3. Construir el AABE trazando un segmento del punto A,
al punto E.

Con esta construccidn se tiene que
area de ADAC = 4rea de AEAC (por estar
entre paralelas y tener base comun). B

Area del cuadrilatero ABCD = 4rea de AABC + drea de ADAC.
Area de AABE = drea de AABC + 4rea de AEAC.

Por lo tanto, area de AABE = area del cuadrildtero ABCD (area de ADAC = area de AEAC).

C Los triangulos con base comun tienen igual drea si la recta que une los vértices opuestos a la base, es

paralela a la base.

1. En un paralelogramo ABCD se ubican los puntos medios M y N de los A, N
lados BCy AD, el segmento BD intersectaa AM y CN en los puntos Py Q i
respectivamente, si BQ = 12, calcula la longitud de QD.

Puedes establecer el punto T de
modo que PT sea paralelo a MC. B H

M # C
2. En el tridngulo ABC los puntos medios de los lados AB y AC se A
establecen como D y E respectivamente, se traza el segmento DE
paraleloa BCy DE = %BC. Demuestra: b E

a) El drea de los tridangulos DBE, ADE, DCE es igual.
b) Dos veces el area del triangulo DBE es igual al area del triangulo B C
ABE e igual al triangulo EBC.




1. ¢Cudles de los siguientes cuadrilateros pueden ser paralelogramos? Menciona qué condicién aprendi-
da en la clase 6 de esta leccion se aplica.

4.2 cm

| 1
L 4 cm !

2. Demuestra que, si en un cuadrilatero las diagonales son perpendiculares congruentes y se cortan en el
punto medio, entonces este es un cuadrado.

A

C

3. En el dibujo los puntos E y F estan en la diagonal BD del paralelogramo ABCD y BE = EF = FD. Demuestra
que el cuadrildtero AECF es un paralelogramo.

A D

4. ABCD es un cuadrado y los lados sefalados son congruentes. Demuestra que EFGH también es un
cuadrado.

A u H D




1. Segun la informacién mostrada, determina si los tridngulos indicados son congruentes o no. Explica tu

respuesta.
A
a) b) A 5 c) A
[ B C B C
B — C D
AABD y AACD AABCy AACD AABD y AACD

2. En el AABC, AB = AC y <CAB=36°. DB es la bisectriz del <ABC que corta el lado AC en el punto D.
Demuestra que BC = BD = DA. A

B C

3. En la siguiente figura DE = AB y «<DEC= «BAC, demuestra que AD = BE.

D | E
1
/X/
A : B

4. Se toman 4 puntos E, F, Gy H en los cuatro lados AB, BC, CD y DA del
paralelogramo ABCD respectivamente, de modo que AE = CG y BF = DH.
Demuestra que el cuadrilatero EFGH es un paralelogramo.

[Sugerencia: Observa que AH = CF, deduce que AAEH = ACGF]

5. En la figura el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo, se tiene que BE
y DF son bisectrices de <ABC y <CDA, respectivamente.

Demuestra que BE || DF. Utiliza la condiciéon 3 de los paralelogramos.




Area y volumen de
sOlidos geomeétricos

El matematico y gedmetra Euclides, relaciond los volumenes
de los prismas y pirdmides, estableciendo en la proposicion
10 del libro XII del texto Los Elementos, que el volumen del
cono es un tercio comparado con el volumen del cilindro que
tiene la misma base y altura; aunque es importante mencio-
nar que él no fue el primero en dedicarse al estudio de los
solidos, pues ya Platdon habia estudiado los sélidos regulares:
Ilustracion de la relacion entre tetraedro, hexaedro (cubo), octaedro, dodecaedro e icosae-
volumen del cono y del cilindro. dro conocidos en la actualidad como sdlidos platénicos.

En la vida cotidiana, los sdlidos son utilizados como base para
construir objetos decorativos, disefio de edificios, materiales
deportivos, educativos, depdsitos para almacenar diferentes
productos medicinales, cosméticos, industriales, etc.

:
Edificio de la Loteria Nacional (1970)

En esta unidad conoceras el origen de los
solidos mas comunes, sus caracteristicas,
calculo de areas, volimenes vy relaciones
que existen entre el volumen del cilindro,
Bases iguales cono vy esfera; asi como su uso en diferen-

Deduccidn del volumen de la esfera tes contextos del entorno.
a partir del volumen del cilindro.




1.1 Sélidos de revolucion

I Se tiene un trozo de cartulina en forma de rectangulo, como muestra
la figura.

Si se gira alrededor de un palillo de dientes, équé se puede observar?
¢Se forma algun sélido geométrico que ya conoces?

S

Al doblar el rectdngulo a modo que gire, se puede ver que el < <
sélido que se forma es un cilindro.

C A los sélidos geométricos que pueden generarse girando una figura plana alrededor de un eje se les
llama sélidos de revolucion.

@1. ¢Qué solido se genera si se gira un trian- <.

gulo rectangulo alrededor de un cateto?

El sélido que se forma es un cono.

2. ¢Con qué figura se ha generado el siguiente sélido?

Para generar el sélido, la figura plana que se ha ro-
tado es la mitad de un trapecio isdsceles, como se
puede ver a la derecha.

1. Dibuja el sélido que se forma al girar:

a) Un semicirculo b) Dos rectangulos

2. (Cudl es la figura plana que se ha girado para obtener los siguientes cuerpos geométricos?

a) ‘k b)
V




1.2 Caracteristicas y elementos del cono y la esfera

I Escribe las caracteristicas de los siguientes cuerpos geométricos:

a) 7 b)

' '
Lk

f)

-

- -

a) Tiene dos bases poligonales y sus caras son planas.

b) Tiene una sola base y una cuspide, ademas sus caras son planas.
c) Esta formado por una sola cara plana circular, un vértice y su cara lateral es curva.

d) Todas sus caras son planas y cuadradas.
e) Tiene dos bases circulares y su cara lateral es curva.

f) Es una superficie totalmente curva, no tiene caras laterales ni bases.

-

C El cono es un sélido limitado por un circulo y por una superficie curva.

El cono puede verse como una superficie de revolucidn. La
figura plana que se gira para generar el cono es un tridngu-
lo rectangulo y el eje de rotacién es uno de los catetos del

triangulo.
Los elementos que componen un cono son:

e Generatriz (g): es la linea que mediante la rotacién gene-
ra el cono.

e Base: cara circular sobre la cual se apoya el cono.

e Radio (r): radio de la base.

e Vértice o cuspide.

e Altura (h): segmento que une el vértice y el centro de la
base. La altura esta contenida en el eje de giro.

«—— Eje de giro
1

Altura

Eje o altura

Base




Una esfera es un cuerpo redondo formado por una sola
superficie curva. Puede verse también como un sélido de
revolucién, haciendo girar un semicirculo alrededor de su
diametro.

Todo punto sobre la superficie curva equidista de un punto
llamado centro.

Los elementos de una esfera son:

e Centro: punto interior de la esfera que equidista de cual-
quier punto de la esfera.

Radio: distancia del centro a un punto cualquiera de la
esfera.

Cuerda: segmento que une dos puntos cualesquiera de la
esfera.

Diametro: cuerda que pasa por el centro de la esfera.
Polos: puntos donde la esfera corta al eje de rotacion.

je— Eje de giro —»
Radio

Q|> Centro H

N

Radio

1

I Superficie curva
1

1 ‘/

1

Centro
Eje —»:
I Didmetro

Polo ———»&

\/

=

. Dibuja en tu cuaderno los siguientes sdlidos, luego escribe el nombre a los elementos que se indican

con los espacios en blanco y donde sea necesario, traza una flecha para relacionar el nombre con el

respectivo elemento.

[ —

[ Altura ]

[ Radio ] ' [

Base J

2. Completa colocando los nombres de los elementos de la esfera o dibujando lo que falte, donde co-

rresponda.

Cuerda ]




2.1 Volumen del prisma y del cilindro

P

Observa las siguientes situaciones, luego contesta:

lem’ < }lcm

1) Con cubitos de 1 cm3 se forma una base como se muestra: | | | | x
a) ¢Qué solido se obtiene si se apilan 4 bloques? Yem
b) Deduce el volumen del sélido formado. 5 4m

2) Se tiene un disco de radio 3 cm y altura 1 cm
a) ¢Qué solido se obtiene si se apilan 5 discos? 3cm
b) Deduce el volumen del sélido formado.

S -

91t cm?

1.a) Se obtiene ur; prisma rectangular. = 15 cm? Un cilindro es un sdlido limitado
b) V=15cm?x4cm o PO dos caras circulares y por una
superficie curva. La superficie cur-
4cm =P 15cm*  va se llama cara lateral y las dos
3 g .
lem' ﬂj}l cm —p 15cme  caras circulares se llaman bases.
| | | | > em El volumen de un prima es:
5em V,,ema = Area de base x altura
2. a) Se obtiene un cilindro. =P g;zmi El drea de un circulo de radio r
b)V=9mcm?x5cm 5 em or cm esta dado por la férmula:
mTcm 2
~___~9mcm? Circuiolm
_ J

C Se deduce entonces, que el volumen del cilindro se obtiene de una manera andloga
al volumen de un prisma, es decir, el volumen de un cilindro es igual al producto del
area de la base (A, = mtr?) por la altura ().

=A, xh=mnr*h

cilindro

@Observa la siguiente secuencia de cuerpos geométricos, ¢a qué figura plana se aproxima la base del

prisma cuando se aumenta el nimero de lados?
AR .. i T i

> _
La base se aproxima a un circulo. Por tanto, el volumen del prisma se aproxima al volumen del cilindro
cuando el numero de lados de la base aumenta.

Encuentra el volumen de los siguientes sélidos utilizando el drea de la base y la altura.
d) e)

f) Altura: 4 cm

10 cm Scm A Area: 8 cm?

3cm



2.2 Comparacion del volumen del prisma y la piramide cuadrangular

P

Si se tiene un prisma y una pirdmide que tienen una Un poliedro es un cuerpo geométrico limitado por
base cuadrangular congruente e igual altura, ¢cuantas caras planas y que encierran un volumen.
veces cabe el volumen de la piramide en el prisma?,

, . . Una piramide es un poliedro limitado por una sola
équé se puede concluir con el resultado obtenido? P P P

base poligonal y por varias caras laterales, con for-
ma triangular, que tienen un vértice comun.

S Para resolver la situacion planteada es importante con-
siderar que, tanto la pirdmide como el prisma, estan he-
chos de un material resistente al agua.

Para determinar cuantas veces cabe el volumen de la
pirdmide en el del prisma, se llena de agua la piramide
y se vierte en el prisma, se puede comprobar que este
proceso se realiza 3 veces.

A partir de este resultado se concluye que el prisma
tiene tres veces el volumen de la piramide. Es decir, el

volumen de la pirdmide es la tercera parte del volumen

del prisma.

S

C El volumen de la pirdmide es igual a un tercio del producto del drea de la base (A,) por su altura (h):

_ 1
?xABxh

piramide

1. ¢Cudl es el volumen de una pirdmide que tiene por base un cuadrado de
lado 4 cm y tiene una altura de 9 cm?

2. ¢Cual es la altura de una piramide que tiene por base un cuadrado de lado 2 cm
y tiene por volumen 16 m3?

3. La Gran Pirdmide de Giza es la Unica que perdura de las siete
maravillas del mundo antiguo. Actualmente tiene una altura de
137 m y la base es un cuadrado de 230 m de lado. éCudl es su
volumen aproximado?




2.3 Volumen de la piramide triangular

I Calcula el volumen de una pirdmide de base

S

S

triangular, si su base tiene las dimensiones Observa que la base

mostradas en la figura y la altura de la pira- en este ejemplo es
. triangular.

mide es 7cm.

6cm

My

Se sabe que el volumen de una pirdamide es igual a Vi smige = %ABX h y como en este caso la base es un
triangulo, entonces el drea de la base es:

_1 _6x4_24 _ 2
AB_2 X6x%x4= =5 =12 cm?.

Luego, el volumen de la piramide es: V4 =%x 12 x7 =28 cm?.

~

C

El volumen de la pirdmide triangular, se determina de manera similar al de la pirdmide cuadrangular
V pirdmide = % x A x h. En general, para una piramide de base cualquiera el volumen se calcula de manera
similar.

®¢'Cuél es el volumen de la pirdmide mostrada si la altura del tridngulo de la base es de 6 cm?

El drea de la base es AB=%>< 12x6= 122—X6= 36 cm?.

Por tanto, el volumen de la pirdmide es:

=L Axh=%x36x5=60cm’. i

pirdmide — 3 '

! 12 cm !

1. Para cada uno de los casos, calcula el volumen del prisma y luego el volumen de la respectiva
pirdmide:

a) 3 s b)

115 cm
L

1
1
1
1
1
1
1
VAR

2. Encuentra el volumen de una pirdmide cuya base es 25 cm?y su altura es 9 cm.

3. Encuentra el volumen de una pirdmide cuyos lados del tridngulo rectangulo, se 30
muestran en la figura, y la altura de la piramide mide 30 cm.
25cm

24 cm



2.4 Volumen del cono

I Se tiene un cilindro y un cono de bases congruentes, écuantas veces cabe el volumen del cono en el
cilindro?, équé se puede concluir con el resultado obtenido?

S Para resolver la situaciéon planteada es importante
considerar que tanto el cono como el cilindro estan
hechos de un material resistente al agua.

Para determinar cudntas veces cabe el volumen del
cono en el del cilindro, se llena de agua el cono y se
vierte en el cilindro, se puede comprobar que este
proceso se realiza 3 veces.

A partir de este resultado se puede concluir que

el cilindro tiene tres veces el volumen del cono. Es " ‘
decir, el volumen del cono es la tercera parte del
volumen del cilindro.

. Y,

C El volumen del cono es igual a un tercio del volumen del cilindro; es decir, es un tercio del producto del
area de la base (A,) por la altura (h).

-1 _1_0
oo = 3ABxh- 3nrh

®EI volumen de una pirdmide es igual a un tercio del area de su base por su altura. Observa la siguiente
secuencia de cuerpos geométricos:
A\
/ \\ y.

/ \ /£
\ /
\ \ y. \
/ \ \ / \ / y \
\
\

/// \\\
ye \
\ \ / \ / / ) . \
/ \ \/ \/ /
/ / \ / ~ \

¢A qué figura se aproxima la base de la pirdmide cuando aumentas su nimero de lados?

Solucion.
La base se aproxima a un circulo. Asi, cuando el nimero de lados de la base de una piramide aumenta
mas y mas, esta se aproxima a un cono.

Calcula el volumen del cilindro, luego encuentra el volumen del cono de igual base y altura que el
cilindro.

a) b)

y

25cm

- -




2.5 Volumen de la esfera

I Se tiene una esfera y un cilindro con el mismo radio, la altura del cilindro es el diametro de la esfera,

S

écudntas veces cabe el volumen de la esfera en el cilindro?, ¢qué puedes concluir con el resultado ob-
tenido?

Para resolver la situacidn planteada

es importante considerar que,

tanto la esfera como el cilindro, ®
estdn hechos de un material

resistente al agua. <l

Se considera la mitad de una esfera
hueca. Se llena de agua la mitad de
la esfera y se vierte en el cilindro.
Para llenar el cilindro se necesita
hacer este procedimiento tres
veces.

Bases iguales

A partir de este resultado, se puede concluir que el volumen de la semiesfera es la tercera parte del
volumen del cilindro; pero la esfera esta formada por dos semiesferas. Entonces, el volumen de la
esfera es dos terceras partes del volumen del cilindro.

El volumen de la esfera es igual a dos tercios del volumen de un cilindro que tenga el mismo radio y su
altura sea igual al didmetro de la esfera. Es decir,

%(VC,-,,,,O,,O) = %nrzh ( pero h del cilindro es 2r) A la mitad de una
esfera se le conoce

como semiesfera.

esfera -

= %rtrz(Zr) = %(2717”3) = %nﬁ

El volumen de |a esfera es igual a dos tercios del volumen del cilindro; es decir, es dos tercios del pro-
ducto del drea de la base (A,) por la altura ().

2 4
Vesfera = ?(Vcilindro) = ?7'[7' 3

1. Calcula el volumen de una esfera inscrita en un cilindro de 2 m de altura. 0

\

2. Determina el volumen de la siguiente esfera.

3. Calcula el volumen de una semiesfera de 10 cm de radio.




3.1 Volumen de solidos compuestos

I Calcula el volumen del siguiente sdlido:

Puedes descomponer el sélido en
cuerpos geométricos conocidos.

S Primero se encuentra el volumen de la semiesfera:

N
1 1(4 4 500  _ 250
5 Vesera = 5 (377 = G x 5°) = 2o = £ =83.3m cm’.
Luego se encuentra el volumen del cono:
Vcano = %nrzh = %T[ x 52x 12 =100 cm?.
Entonces el volumen del sélido es:
V= %Vesfem + Vcong = Zg_orf cm3+ 100m cm3= Sg—on cm?=183.3rcm3.
~ J

C Para determinar el volumen de sélidos compuestos, se realiza lo siguiente:

¢ Se descompone el sélido en cuerpos geométricos conocidos y se calculan sus volimenes.
e Se suman los volumenes calculados.

Calcula el volumen de los siguientes sélidos:

a) b)




3.2 Practica lo aprendido

1. Un vaso de papel en forma de cono
tiene un radio de 3 cm y una altura de
9 cm, écudnta agua puede contener?

Puedes considerar que

1cm3=1ml=0.0338135 fl oz
(fl oz: onzas fluidas).

2. ¢Qué cantidad de agua puede almacenar un recipiente esférico con radio igual a 18 cm?

3. Calcula el volumen de una pelota cuyo didmetro mide 16 cm.

4. Calcula el volumen del siguiente cuerpo geométrico:

wd gz

6. Si el radio de la Tierra es de 6370 km, calcula el volumen de nuestro
planeta utilizando distintas aproximaciones del nimero r:
a)3 b) 3.14 on

Unidad 7

7. Encuentra el volumen de un depdsito cilindrico cuya circunferencia de la base (longitud de la circunfe-
rencia) mide 8t my la altura 6.3 m.

8. Un laboratorio farmacéutico envasa alcohol en frascos de forma cilindrica, que miden 4 cm de didmetro
y 10 cm de altura. Calcula la capacidad en litros de cada frasco de alcohol.




3.3 Practica lo aprendido

1. Encuentra el volumen de los siguientes sdlidos.

2. Siun cilindro de radio 5 cm tiene un volumen de 3007t cm3, écudl es su altura?

3. Encuentra la altura de un cilindro cuyo volumen es de 60t cm? y el radio de la base es de 8 cm.

4. Encuentra el volumen de un cilindro de 15 cm de altura y 8 cm de didmetro.

5. La base de una pirdmide regular es un cuadrado de 10 cm de lado. Su altura es de 15 cm. Encuentra su
volumen.

6. Calcula el volumen de una piramide triangular que tiene de altura 12 cm 12em
y las caracteristicas del tridangulo base son: 5 cm de alturay 6 cm de base.

7. ¢éCual es la altura de un cono que tiene un volumen de 135t cm®y 9 cm de radio?

8. Calcula el volumen de un cono de 4 cm de radio de la base y 9 cm de altura.

9. Encuentra el radio de una esfera cuyo volumen es 36 cm?®.




4.1 Desarrollo del cono y longitud de arco

I Dado un cono de papel, se hace un corte como indica la figura, y ademas, se corta el circulo por la orilla,
pero sin despegarlo del resto del cono:

a) ¢Qué figura se obtiene? Dibujalo en tu cuaderno.
b) ¢Cémo se llama la figura que se obtuvo?

c) Describe qué figuras geométricas que ya conoces aparecen en el cono
desplegado.

d) ldentifica, sobre tu dibujo, las generatrices y el radio del cono, écudl es la
longitud de arco que forma el patron de un cono?

S

a) Al cortar el cono como sugiere la indicacién,
se obtiene una figura compuesta, tal como base
se muestra en la imagen de la derecha.

b) Una figura plana compuesta que describe
un soélido geométrico, se conoce como pa-
tron o plano desarrollado del sdlido.

c) En el patrén del cono aparece un circulo ,Vé\'
con radio r, que corresponde al radio del Q}'z’ g
cono y un sector circular, cuyo radio es la Qg?
generatriz g del cono.

d) La circunferencia de la base es 2mr, si se
vuelve a armar el cono, el arco del sector
circular se enrolla en la circunferencia de la \

0 ; ; eneratriz .
base. Asi, el arco tiene una longitud de g sector circular
L=2nr

Otra forma de calcularlo es tomando el radio del sector circular

como g, y el angulo central que es la porcién del circulo limitada Un sector circular es la por-
por dos radios, que son las generatrices del cono; el arco del sec- cion de circulo limitada por

. . . , radi forman el
tor circular es =2 veces la circunferencia del circulo que forma el dos radios, que forman e

360

B} ] angulo central 6.
sector, asi la longitud del arco del sector es:

- o __6 L
L—ZITgXW, - 18007Tg l‘|




C El patron del cono estd compuesto por un circulo de radio r, que es el radio del cono; y por un sector
circular, cuyo radio es la generatriz del cono y el dngulo central 6.

Las férmulas para calcular la longitud de arco de un sector circular son:

L=2mr..(1)
__B6
L= 180° ng (2)

@Encuentra la longitud de arco en los siguientes casos:

a) El radio de la base es r =8 cm
b) La generatriz g = 12 cm y el angulo central 6 = 240°

Solucion.
a) L=2nr; entonces, L =2 x 8 = 161; 0 bien,

240°

__6 . _
b) L= 1tg; entonces, L = 180°

_4 _ _
130° 7'[><12—37TX12—47'[><4—167'(.

Es importante observar que los elementos conocidos son los que determinan la férmula que se utilizard
para calcular la longitud de arco.

1. Dada la siguiente figura del patréon del cono, escribe el nombre a los elementos indicados.

8eneratrijz

radio

2. Encuentra la longitud de arco de un cono, cuya generatriz mide 10 cm y el angulo central es 60°.

3. Encuentra la longitud de arco de un cono, cuyo radio mide 5 cm.



4.2 Relacion entre los elementos del patron del cono

I Utilizando las férmulas de la clase anterior, determina las medidas de los siguientes elementos:

1. El radio r, dado el angulo central 6 del sector circular y la generatriz g del cono.
2. El angulo central 0 del sector circular, dada la generatriz gy el radio r del cono.

3. La generatriz g, dado el angulo central 8 y la longitud de arco del sector circular.
4. la generatriz g dado angulo central 0 y del arco del sector circular L.

S Se tienen las siguientes formulas; encuentra la longitud de arco L:
Longitud de arco de un

L=2nr...(1) L= %, ng ....(2) sector circular.
1.Por (1) y (2), se obtiene la 2. Por(3), 0=, .. (4) L= 55 72
siguiente relacion: g
360° ~
-_6 3. Por(3), g= P oeeeeeeeeenns 5
2nr—1800ng (3), g 0 (5)
e o
7 =350 8 - (3) 4. Por (2), g=%L ............. (6)
Con el angulo central 8 y
generatriz g.
g

-

C Las medidas del cono se pueden calcular cuando la relacién de l1a  (Rradio del cono: r
circunferencia de la base es igual a la longitud de arco del sector | Angulo central del sector circular: 8

circular, es decir: 0 Generatriz del cono: g
L=2nr... (1), 2nr = 130° 8 Longitud del arco del sector circular: L

@Encuentra el angulo central © del sector circular, dada la generatriz g =30 cm y el radio del cono

r=4cm.

Solucién.

Como 2ntr = %Oo x ntg; luego O = % x r, sustituyendo los valores se tiene:
0= 3607, r= 358 x 4 = 48°; entonces, 0 = 48°.

8

1. Encuentra el angulo 8 del sector circular del plano desarrollado del cono, si la generatrizg=18 cmy
el radio del cono es r=9 cm.

2. Encuentra el radio r de un cono, si su generatriz g =6 cm y el angulo del sector circular del desarrollo
del conoes 6=120°.

3. Encuentra la generatriz del desarrollo del cono, si su radio mide 4 cm y el dngulo central del sector
circular mide 60°.

4. Encuentra la generatriz del desarrollo del cono, si su dngulo es 8 =120° y la longitud de su arco es
L=8mcm.



4.3 Area superficial del cono

P El patrén del cono esta formado por los siguientes elementos:
a) La cara lateral del cono que es un sector circular con dngulo 6 = %00 x r, g es la generatriz del cono,
el cual es el radio del sector circular,
b) Un circulo de radio r.

Expresa el drea de la cara lateral y del circulo del cono. ¢Cudl es su area total?

S a) El area lateral del cono A,,..., €s el area del sector circular en el patron del cono, el cual es
proporcional al area total del circulo con el radio g; ng?, por el angulo central 6 del sector circular:

)
ALatera/ = ngz X 360° (1)
360°

Luego por (1) y sustituyendo 6 = =g xren (1), se tiene:
- 2 0
Lateral g x 360°
— 2 1
=18" X 3560 X O
g2y 1 . 360°
=G’ X gEgx g X T
ALatera/ = nrg

b) El area de la base es: A, = rtr.

El drea total serd la suma del area lateral mas el area de la base, es decir:
— — 2 —
ATol’al - ALateraI + ABase - nrg +nre= nr(g + r)-

-

C Se utiliza el plano desarrollado del cono para calcular su area lateral y total, cuando el radio del cono
es ry la generatriz es g:

Area lateral A,,,...;: Es el area del sector circular que aparece en el desarrollo del cono. Su &drea esta
dada por:

ALateraI = nrg
Area total A, Es la suma del area lateral y el drea de la base.

Como la base del cono es un circulo, se tiene que el area total es:

— - 2 —
ATotal - ALateraI + ABase - nrg +nre = nr(g + 7').

1. Calcula el area lateral y total del cono que se muestra en la figura:

2. Encuentra la generatriz de un cono que tiene las siguientes especificaciones:
radio de r = 6 cm y una area lateral de A ;o) = 120 cm?.



4.4 Area superficial de la esfera

I Se tiene una esfera y un circulo de radio r, ¢ qué relacion existe entre el drea de la esfera comparada con
la del circulo?, équé se puede concluir sobre el area de la esfera?

Luego se realiza lo siguiente:

hasta cubrir la esfera.

Al hacer este procedimiento, debes
tomar en cuenta que para recubrir
totalmente la esfera, es necesario
cortar 3 pedazos de cordel con igual
longitud que el primero.

Con este resultado, se tiene que el area
superficial de la esfera es cuatro veces
el drea del circulo de igual radio.

1. Se corta la esfera en 2 partes iguales, formando asi dos semiesferas (ver figura A).

2. Se fija el cordel en el centro del circulo de una de las semiesferas, se enrolla hasta cubrir todo el
circulo y se corta lo que sobra (ver figura B); luego se desenrolla el cordel utilizado.

3. Se fija el cordel sobre uno de los polos de la esfera y se enrolla (ver figura C), se repite este proceso

S Para resolver esta situacion, es necesario tomar una esfera que se pueda cortar, un cordel y un clavo.

Corta por el medio
una esfera (bola) de
radio r

Envuelve el cordel
alrededor de un alfiler
colocado en el centro

de la regidn circular

Envuelve el cordel
alrededor del
hemisferio

Figura A

Figura B

Figura C

C Como el area de un circulo de radio r es igual a r?, entonces el area superficial de la esfera es:

= 2
Aesfera =4nr

®Otra forma de ver el area de la esfera

Al comparar el drea de la esfera con el area lateral de un cilindro, cuyo radio sea igual al de la esfera 'y
su altura es el didametro de la esfera, équé se obtiene?, écudl es la relacion entre el area de la esfera 'y

el area lateral del cilindro?

Se puede hacer la misma actividad anterior, pero ahora cubriendo el cilindro con el cordel y luego cubrir

la esfera con ese mismo cordel.

Solucion.

Se puede concluir que, el area de una esfera de radio r es igual al drea lateral de un cilindro de radio r
y altura 2r. Es decir, A = 2nirh = 2nr(2r) = 4nr?,

1. ¢Cudl sera el drea total de una esfera cuyo diametro es igual a 12 cm?

2. ¢Cudl es el diametro de una esfera cuya drea es igual a 144 cm??




5.1 Areas superficiales en sélidos compuestos

I Encuentra el area superficial del siguiente sélido:

Area de la semiesfera: Asemiesfera = %(47'[7“2)

Area lateral del cilindro:  Augteras = 217H
Area lateral del cono: Alcono =TIrg

Area del circulo: Acireuto = 172

S Primero se encuentra el drea de la semiesfera:
ASemiesfera = %(47-["2) =2xmx32=18mcm?.

Luego, se calcula el drea lateral del cilindro:
ALateraI = znrh =2mx2x8=32n sz.

El drea lateral del cono:
Aono =TIrg =mx 2 x5 =10 cm?,

Luego, del area del circulo de la semiesfera se resta el area del circulo de la tapa del cilindro:
6 4
Acicuios = Tt = (5 = 9 — 4 = 5 em?,

Por tanto, el drea de la figura A:
— — — 2
AFigura - ASemiesfera + ALateraI + ALcono + ACircqus - 1877.' + 327—[ + 107-[ + 57T - 657'[ cme.

C Para encontrar el drea superficial de figuras compuestas, se suman o se restan las dreas de cada uno de
los sélidos que aparecen en el problema.

1. Encuentra el area del cuerpo geométrico que se muestra en la figura 1.

2. Calcula el area superficial de las esferas cuyos radios son: 5 cm, 10 cm
y 50 cm. ¢Qué relacion hay entre las areas de las esferas? Figura 1

3. Se construird una bodega con la forma de un cilindro para almacenar (]
granos basicos, con un techo semiesférico como se muestra en la fi- ]
gura 2. Si las paredes del cilindro tienen una altura de 10 m y el area ,
lateral del cilindro es de 1007t m?, determina el radio del cilindro.



5.2 Practica lo aprendido

1. Calcula el area lateral y total de un cono cuya altura mide 4 cm, la generatriz mide 5 cmy el radio de la
base es de 3 cm.

5cm

2. Calcula el 4rea de una semiesfera de 10 cm de radio.

3. Encuentra el drea de una esfera que tiene un volumen de 144 cm3.

4. Una esfera de radio 4 cm sera recubierta con una capa metalica de 1 cm de espesor. Calcula la cantidad
de material necesario para recubrir la esfera.

5. Calcula el area superficial de las siguientes figuras:

a) b)

14 cm

Lo---10cm---

6. Encuentra el volumen de la siguiente figura, si el didmetro del cono es 6 cm.

A
\/

12

Unidad 7




Volimenes de sélidos geométricos:

Volumen de un cilindro: V. =A,xh=nr’h

cilindro

Volumen de la piramide: V_ =%AB x h

pirdmide

Areas de sélidos geométricos:

Volumendeuncono: V. =1xA xh=%nrh
cono 3 B 3

4

Volumen de laesfera: V. ==nr?

esfera -3

Area lateral del cilindro: A= 21rh Area total del cono: A =nr(g + 1)
ateral cono
Area total del cilindro: A, .=2nr(h +7) Area de la esfera: Aesfem = 4mr?
3cm
1. éCual es el volumen de un cilindro cuyo radio es de 3 cm y su altura l_——l

es de 15cm?

2. Calcula el drea y volumen de los siguientes sélidos:

a) b)

S

4. Calcula el volumen del siguiente cono:

15cm

'
conoococoooc

=12 m

5. Calcula el volumen de una pirdmide cuadrangular cuya base tiene de lado 10 cm

y 12 cm de altura.

6. Calcula el area total y volumen de un cono de 7 cm de radio de la 10 em

base, 24 cm de altura y generatriz 25 cm.

2cm¢f\
7. Calcula el area total y volumen de la siguiente figura compuesta: [ ?
6cm

<—4cm—p



Organizacion y
analisis de datos

estadisticos

by }Gaiurdl i e
OBSERVATIONS ,
Mentioned in a'following INDEX, -
and made upon the

Bills of Morrality.

BY

Gapt. JOHN GRAVNT,
Fellow of the Repal Suciety.

With reference to the Government, Reli~ o
gion, Traie, Growth, m.Dig.fa, and the i\
id CITY,

v Nom,me ut miretur Turba,laboro,
Gontentus pancis Lecl oribus.—

feveral Changes of the

The Fifch Edition, much Enlarged.

LONDOX, ;
Printed by Fobn Martyn , Printer to ﬂ:e'

Imagen del trabajo

Unidad

La estadistica tuvo sus origenes en actividades que estaban re-
lacionadas directamente con la organizacion politica, juridica y
administrativa de distintas civilizaciones, entre las que se pue-
den mencionar los egipcios, los babildnicos y los romanos; para
ello, los funcionarios publicos tenian la obligacién de anotar na-
cimientos, matrimonios y defunciones, sin olvidar los recuentos
periddicos del ganado y de las riquezas que poseian los territorios
conquistados; pero John Graunt (1620 - 1674) fue el primero que
puso las bases de una estadistica cientifica, realizando un trabajo

realizado por John a partir de las tablas de mortalidad de |a ciudad de Londres.

Graunt en 1662.

La estadistica juega un papel importante en dis-
tintas areas; por ejemplo, en el sector educati-
Vo, econdmico, tecnoldgico, social y de la salud,
proporcionando herramientas metodoldgicas
que facilitan la recoleccién, comparacion vy
anadlisis de datos, con el fin de generar modelos
para hacer predicciones vy facilitar la toma de
decisiones. Por ejemplo, las redes sociales, se
nutren de un continuo analisis estadistico en el
desarrollo de sus aplicaciones internas.
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Relaciones entre las medidas de tendencia central.

Grafico 2. Evolucicn del presupuesto del MINSAL como proporcion del PIB, (2005 - 2011)
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Ministerio de Salud, Estudio de exclusion
social en salud, diciembre 2011.

En el desarrollo de los contenidos de esta
unidad aprenderas a organizar datos en
tablas, representarlos mediante graficas
y determinar valores representativos que
se conocen como medidas de tendencia
central; asi como algunas de sus propie-
dades y aplicaciones en situaciones coti-
dianas.



1.1 Agrupacion de datos

P Doiia Carmen es la propietaria de la sala de belleza El Buen Gusto, para
atender a todos sus clientes ha tenido que abrir dos sucursales Ay B. A
continuacién se muestran los datos del registro de la edad de 30 clientes 24 23 28 30 29 31
atendidos el dia de la secretaria, en la sucursal A. 27 26 24 30 32 29

21 22 27 33 30 24

1. Clasifica los datos en 5 grupos de 4 en 4, inicia en 20 y termina en 40.
. . p , . 24 21 26 24 30 39
2. ¢En qué grupo se concentrd el mayor nimero de clientes?
3. {Qué cantidad de clientes tiene la mayor edad registrada? 2422 22 24 21 20
4. iQué cantidad de clientes tiene una edad inferior a 32 ainos?
S N
1. Para clasificar los datos, primero se crean los 24
grupos, como deben iniciaren 20 eirde 4 en 24
4, entonces los grupos seran de 20 a 24, de 2
242 28,de 28 a32,de 32 a36yde36a40. 20 26 30
Para facilitar la clasificacion de los datos, se 21 24 30
van escribiendo en una tabla, siguiendo el 22 24 29
orden en que aparecen, tal como se muestra 22 27 30
en la tabla de la derecha. 21 24 31
2.En el grupo de edades de 24 a 28 afios que- 22 26 29
da concentrado el mayor nimero de clientes 21 27 30 33
(iguala 11). 23 24 28 32 39
3. La mayor edad de los clientes que se aten- De20a24 De24a28 De28a32 De32a36 De36a40
dieron corresponde a 39 afios (que es el dato
mayor).

4. Para determinar la cantidad de clientes que se atendié y que tienen una edad inferior a 32 afios, se
cuentan los que quedan en los primeros 3 grupos: 8 + 11 + 8 = 27, es decir, 27 clientes tienen una
edad inferior a 32 afos.

C Para organizar una serie de datos en grupos, se realiza lo siguiente:

1. Se definen las categorias considerando el numero de grupos a crear y los limites a considerar.

2. Se colocan los datos uno a uno, en el grupo al que pertenecen, teniendo cuidado que en cada grupo
deben quedar los datos, cuyo valor es igual o mayor al del limite menor, pero que sean menores que
el limite mayor, tal como se muestra en el ejemplo desarrollado, por ejemplo: en el grupo 1 de 20 a
24 quedardn todos los datos que son iguales o mayores a 20, pero menores que 24; lo que significa
gue los datos cuyo valor es 24 quedan en el siguiente grupo.

A continuacion se muestran los datos del registro de la edad de 30 clientes

atendidos el dia de la secretaria, en la sucursal B de la sala de belleza El 20 22 24 22 30

Buen Gusto, de dofia Carmen. 27 34 35 29 28

24 21 20 23 26
1. Clasifica los datos en 5 grupos de 4 en 4, inicia en 20 y termina en 40. 23 26 20 29 36
2. ¢En qué grupo se concentrd el mayor numero de clientes? 28 29 24 23 34

3. ¢Qué cantidad de clientes tiene la mayor edad registrada?

, . . . . ~ 24 21 20 36 24
4. ¢Qué cantidad de clientes tiene una edad igual o mayor a 32 afios?



1.2 Tabla de frecuencias

P Retomando los datos de los 30 clientes atendi- 24
dos el dia de la secretaria, en la sucursal A de 24
la sala de belleza: 24
20 26 30
1. Organiza los grupos en una tabla. 21 24 30
2. Determina el total de datos de cada grupoy 22 24 29
anota el resultado. 22 27 30
21 24 31
22 26 29
21 27 30 33
23 24 28 32 39

De20a24 De 24228 De 28 a 32 De 32a36 De 36 a 40

1. Para organizar los datos en grupos, se elabo- Edades Numero de clientes
ra una tabla y en la primera columna se colo- 20- 24 3
can los grupos. 2478 1
. 28 -32
2. Al realizar el conteo de los datos que quedan 336
en cada grupo y colocar el resultado en la ta- -
bla, se obtiene la columna 2. 36-40
Total 30

C La tabla en la que se organizan los grupos de datos de una serie, tal como el ejemplo desarrollado, se
llama tabla de distribucion de frecuencias y a cada grupo de datos formado se le llama clases, de don-
de se puede decir que los datos del ejemplo han sido organizados en 5 clases. Ademas, al total de datos
gue corresponde a cada clase se le llama frecuencia.

Por tanto, para organizar una serie de datos en una tabla de distribucion de frecuencias, es necesario:
e Organizar los datos en tantas clases como sea necesario.
e Realizar el conteo de los datos que pertenecen a cada clase para determinar la frecuencia.

Mario y Carlos se rednen todas las tardes para jugar baloncesto, durante el Ultimo mes han llevado un
registro de los tiempos jugados por cada uno, cuyos datos se muestran a continuacion:

Mario Carlos
10 13 24
11 15 21 21 22
12 14 21 17 21 24
11 13 16 20 13 18 20 22
12 15 17 19 11 13 16 19 23
11 13 16 20 11 14 16 19 22
10 14 17 19 23 11 13 18 19 22
12 13 18 20 22 10 15 17 20 23
Del0al3 Del3al6 Del6al9 Del9a22 De22a24 Del0al3 Del3al6é Del6al9 Del9a22 De22a25

1. Ordena los datos en una tabla de distribucidn de frecuencias.
2. Completa los resultados y responde, équién es el que ha jugado mayor tiempo?



1.3 Elementos de la tabla de frecuencias

P La tabla contiene el registro de la edad de 30 clientes atendidos el dia de NdGmero
la secretaria, en la sucursal A de la sala de belleza El Buen Gusto de dofia de
Carmen, analiza los datos y responde: Edades clientes

f

1. Determina el tamafio de cada clase. 20-24 8

2. Calcula el valor del numero que estd en el centro de cada clase. 24-28 11
3. éCual es la frecuencia de la clase cuyo valor que esta en medio es 30? 28-32
32-36
36-40

Total 30

S 3
1. Al analizar el tamaio de la primera clase, puede observarse que es igual a 4 unidades. Por ejemplo:

—
&)

4 unidades

Extremo mayor

Extremo menor

Se puede calcular restando los extremos de cada clase: 24 — 20 =4,

2. Al observar la primera clase, se puede obtener el valor del nimero que esta en el centro de la clase,
graficamente contando igual cantidad de unidades desde cada uno de los extremos, tal como se
muestra a continuacion:

Valor que se encuentra Numero
en el centro de la clase de Valor
2 unidades Edades clientes icele
,\. ' ' ' /-\' f
20 21 sz 23 2 20-24 8 22
24 -28 11 26
_
; 28-32 8 30
Extremo menor 2 unidades  Extremo mayor
32-36 2 34
36-40 1 38
Total 30

Se puede calcular sumando los extremos y dividiendo por dos:
24+20 _ 44 _
=T =5= 22

3. Al observar la tabla puede verse que la clase, cuyo valor que estd en medio es 30, es la clase de 28 a
32, y tiene una frecuencia de 8.




C Al tamafio de una clase se le llama ancho de clases y a los valores extremos limite de clases; por
ejemplo, para la primera clase, de 20 a 24, los limites de clase son 20y 24, se tiene que

Limite inferior = extremo menor = 20

. . —-  Ancho de clase =24 — 20 = 4.
Limite superior = extremo mayor = 24
Para calcular el ancho de una clase cualquiera se utiliza la ecuacion:

Ancho de clase = limite superior — limite inferior

El nimero que esta en el centro de cada clase se llama punto medio y se determina mediante la
ecuacion:

limite superior + limite inferior

Punto medio =

2
1. La tabla contiene el registro de las edades de 30 clientes atendidos NUmero
el dia de la secretaria, en la sucursal B de la sala de belleza El Buen de
Gusto, de dofa Carmen, analiza los datos y responde: Edades clientes
f
a) Determina el ancho de las clases. 20-24 11
b) Calcula el punto medio de cada clase. 24 -28
c) éCual es la frecuencia de la clase cuyo punto medio es 26? 28-32
32-36
36-40 2
Total 30
2. la tabla de frecuencia muestra resultados de la toma de presion Presién Total de
sanguinea sistélica a 100 hombres adultos saludables, analiza los sanguinea hombres
datos y responde: (mmHg) f
100- 110 4
a) Determina el ancho de las clases. 110 - 120 18
b) Calcula el punto medio de las clases de la distribucién. 120 - 130 38
c) ¢Cuantos hombres tienen una presion de 125 mmHg en prome- 130 140 o
dio?
140 - 150 17
150 - 160 6
Total 138

3. Investiga la edad de tus compafieras y companeros de grado, con los datos recopilados realiza lo
siguiente:

a) ldentifica el dato menor y el dato mayor, luego organizalos en 5 grupos.
b) Organiza los datos en una tabla de frecuencias.

c) Determina los limites de clases y las respectivas frecuencias.

d) Calcula el punto medio de cada clase.



1.4 Graficas estadisticas

P

de la sala de belleza El Buen Gusto, realiza lo siguiente:

La tabla contiene el registro de la edad de 30 clientes atendidos el dia de la secretaria, en la sucursal A

1. Representa mediante rectdngulos las clases con las respectivas fre- Edades f
cuencias. 20-24
2. Qué caracteristicas tiene la grafica que muestra la distribucién de los 24 -28 11
clientes atendidos en la sucursal A de la sala de belleza. 28 - 32
3. Grafica el punto medio y la frecuencia de cada clase como pares or- 3236
denados. 2620
4. Une con segmentos de recta los puntos graficados en el numeral
. Total 30
anterior.
S 1. Para representar mediante rectangulos las cla-
ses, con las respectivas frecuencias, se realiza
lo siguiente: 8 10.
[
9
¢ Colocar en el eje horizontal los limites de las o 8]
©
clases. z 6
* En el eje vertical se coloca el numero de
clientes que corresponde a la frecuencia de 4
cada clase.
e Sobre el ancho de clases, se levantan rectan- 21
gulos cuya altura coincida con la frecuencia 0 _|
de cada clase. 20 24 28 32 36 40
Edades

continuacion del otro.

3. Al ampliar una clase inferior y una superior

2. Al observar la grafica puede verse que los primeros rectdngulos son mas altos, lo que indica que la
mayor cantidad de clientes que se atendio tiene una edad entre 20 y 32 afios. Ademas, como el li-
mite superior de una clase es igual al inferior de la siguiente, los rectagulos quedan pegaditos, uno a

Punto medio

\/ de cada clase

ca de la derecha.

con frecuencia cero, y graficar como pares or-
denados el punto medio con las respectivas é 10 /\
frecuencias, se obtienen puntos ubicados en el % g /
centro de la parte superior de cada rectangulo. 3
< 6
4. Al unir los puntos se obtiene una linea poligo- 4
nal abierta que inicia en el punto medio de la 2
primera clase y termina en el punto medio de 0
la ultima clase, tal como se muestra en la grafi- 20 2

28 32 36 40
Edades




C La grafica que se obtiene al representar las clases con sus respectivas frecuencias se le Ilama histogra-
ma y para elaborarlo se realiza lo siguiente:

e Se coloca en el eje horizontal los limites de las clases.

e En el eje vertical se coloca la frecuencia, se busca una escala adecuada, considerando los valores de
la frecuencia de la distribucidn de los datos.

¢ Se levantan rectangulos cuya base coincide con el ancho de clases y la altura con la frecuencia de la
respectiva clase.

Al observar el histograma se puede encontrar que

¢ Tiene forma parecida a la de una montafia y la parte mas alta indica donde se encuentra concentrado
el mayor numero de datos.
e Los rectangulos que forman el histograma tienen un drea proporcional a la frecuencia de su clase.

En algunos casos es importante resaltar la
forma de la distribucion de los datos, en ese .

caso, se coloca un punto en el punto medio del 10 /\
lado superior de cada rectangulo, se unen con gl / \
segmentos de recta los puntos identificados;
luego, el extremo izquierdo se conecta con el 6
punto medio de una clase imaginaria anterior

N°de clientes

a la menor, con frecuencia cero y el extremo &
derecho se conecta con el punto medio de una o\
clase imaginaria posterior a la mayor, también '\>,
con frecuencia cero. A la grafica que se obtiene 4 ]
se le llama poligono de frecuencia. A 2 e = e Eggdes
i
La tabla contiene el registro de las edades de 30 clientes
atendidos el dia de la secretaria, en la sucursal B de la sala de Edades f
belleza El Buen Gusto, con este registro realiza lo siguiente: 20-24 11
. . 24-28

1. Representa los datos mediante un histograma. 28 30
2. ¢Qué caracteristicas tiene la grafica que muestra la distri-

bucidn de las edades de los 30 clientes atendidos en la su- 32-36

cursal B de la sala de belleza? 36-40 2
3. Grafica el poligono de frecuencia a partir del histograma. Total 30




1.5 Uso del poligono de frecuencias

I En el octavo grado de un centro escolar se aplicé una prue-

ba a las dos secciones, los resultados se muestran en la ta- Puntajes Seccion (A) | Seccion (B)
bla de la derecha. Con la informacidn realiza lo siguiente: fa fe
0-20 3
1. ¢Es posible comparar los resultados obtenidos en las dos 20-40 5
secciones? En caso de no ser posible, analiza una manera 40-60 12 17
que permita comparar los resultados de las dos seccio- 60 - 80 6 10
nes. 80 - 100 4 5
2. Calcula el porcentaje de alumnos cuyos resultados que- Total 30 45
dan agrupados en cada clase.
3. Representa los datos en un poligono de frecuencia.
S 1. Como el numero de estudiantes de las dos secciones es
distinto, no tiene sentido comparar las frecuencias, por
ejemplo, en la clase de 40 a 60, quedan comprendidos los Puntajes seccion (A) | seccion (B)
resultados de 12/30 estudiantes en la seccidén A; mientras 0-20 010 011
que en la seccién B son 17/45 estudiantes. 50.- 40 0.17 0.18
. . 40-60 0.40 0.38
Como no es posible comparar las frecuencias, entonces
. . 60 - 80 0.20 0.22
se puede calcular la razén de la frecuencia de cada clase
. . 80 - 100 0.13 0.11
entre el total de la frecuencia en lugar de utilizar la fre-
; ‘ . ; ; Total 1.00 1.00
cuencia por si sola; por ejemplo, para la primera clase de

0 a 20 se tiene % =0.10 para laseccién Ay % =0.11 para
la seccidn B, al calcular para todas las clases se obtienen
los datos de la siguiente tabla.

2. Llamando x al porcentaje de una clase y considerando que el total de la frecuencia corresponde al
100% de los estudiantes de una seccidén, entonces para calcular el porcentaje de la primer clase se
tiene:

Para la seccion A:
3/30 = x/100%, de donde se obtiene que x = % x 100%.

Para la seccién B:
5/45 = x/100%, de donde se obtiene que x = % x 100%.

Al comparar los resultados con el numeral anterior, se ob- Puntajes Seccién (A) | Seccién (B)
serva que el porcentaje de una clase se puede obtener 0-20 10 11
multiplicando por 100% la razén entre la frecuencia y el 50.- 40 17 18
total de la frecuencia; es decir, se puede calcular los por-

. T .o 40 - 60 40 38
centajes multiplicando unicamente por 100% los resulta-

. . 60 - 80 20 22

dos de la tabla anterior, por ejemplo para la segunda clase
de 20 a 40, se tiene: 80- 100 13 11
Seccion A: 0.17 x 100% = 17%. Iotal ULk Loz

Seccion B: 0.18 x 100% = 18%.

Asi, sucesivamente, se determinan los porcentajes de las clases restantes, obteniendo los resultados
de la tabla.




3. Al representar los resultados de cada una de las secciones mediante un poligono de frecuencias en
un mismo plano, se obtiene la grafica 1, en la cual no se pueden realizar comparaciones por tener
distinto numero de datos, pero si en lugar de las frecuencias se toman los porcentajes, entonces se
puede hacer una comparacién grafica entre los resultados de las dos secciones (ver grafica 2).

1. 2.

18 40

16 Resultados seccién B

Numero de alumnos
Porcentaje de alumnos

/ Resultados seccion A

0 20 40 60 80 100

0 20 40 60 80 100

Puntajes

Grafica 1 Grafica 2

Puntajes

-

C La comparacién de datos estadisticos generalmente no se puede realizar directamente con las frecuen-
cias de cada clase, en estos casos, es necesario calcular la razén entre la frecuencia de cada clase y el

. . . . . 11 .
total de la frecuencia; tal como se hizo en el ejemplo anterior, -1 3 aste cociente se le llama

total de frecuencias ?
frecuencia relativa(f;). Considerando que el total de las frecuencias es igual al nimero de datos (n),

total de frecuencias — n*

Al producto que se obtiene al multiplicar la frecuencia relativa por 100 se le llama frecuencia relativa
. — i - . .
porcentual (£%), es decir que f% = __fecuenda de frocuendias < 100 = £ x 100 se utiliza para determinar los porcen-

tajes de datos que corresponden a cada clase de la distribucion; para facilitar el analisis y/o comparacién
de una o mas series de datos.

Miguel tiene una finca y para recolectar el café organizo a los

trabajadores en dos cuadrillas, en la tabla se muestra el re- | Arrobas de café | Cuadrilla1 | Cuadrilla 2
gistro de la cantidad de café recolectada en un dia especifico 0-3 1 2
por cada una de las cuadrillas. Con la informacidn realiza lo 3-6 2 4
siguiente: 6-9 3 7
9-12 5 8
1. Calcula las frecuencias relativas y las frecuencias relativas 12 -15 6 10
porcentuales. 15-18 5
2. Representa los datos en un poligono de frecuencia relativa 18- 21 2
porcenjcual. . - . . 21-24 1
3. éEn cudl cuadrilla los trabajadores tuvieron mejores resul- Total D =

tados?



1.6 Interpretacion de datos estadisticos

P

En el Instituto Nacional Buena Vista realizaron el examen de ad- Namero de
mision para el afio préximo, los resultados se muestran en la AUMENED || e ol
tabla. Analiza y realiza los respectivos calculos, luego responde: 0-10 1
1. ¢Qué porcentaje de estudiantes obtuvo un puntaje inferior a 10-20 o
407 20-30 10
2. ¢{Qué porcentaje de los alumnos obtuvo un puntaje mayor o 30-40 16
igual a 70? 40-50 22
3. Si Unicamente se aceptaran a los que obtuvieron al menos 50 50-60 25
puntos de la prueba, écudntos de los estudiantes evaluados 60-70 12
seran aceptados? 70-80
80 - 90
90 - 100
Total 110
S Primero es necesario calcular los porcentajes de cada clase, por ejemplo:
. Ui Porcentaje de
e Para la clase 1: f,% = 175 % 100% = 0.9% alumnos/as
0-10 0.9
e Paralaclase 2: ;% = 1% x 100% = 5.5% 10-20 5.5
20-30 9.1
30-40 14.5
1. El porcentaje de estudiantes que obtuvo un puntaje inferior a 40 se de- 40-50 20.0
termina sumando los porcentajes de las clases que corresponden a los 50- 60 22.7
respectivos puntajes: 0.9 + 5.5 + 9.1 + 14.5 = 30%. 60 - 70 10.9
2. Para determinar el porcentaje de estudiantes que obtuvo un puntaje ;g_sg z:i
mayor o igual a 70, se procede de igual manera que el caso anterior, su- 90 100 18
mando los respectivos porcentajes: 8.2 + 6.4 + 1.8 = 16.4%, que se puede
Total 100%

aproximar a 16%.

3. Si se aceptaran a los estudiantes que hayan obtenido al menos 50 puntos de la prueba, para deter-
minar el total de estudiantes, se suman las frecuencias de las respectivas clases:

25+ 12 +9+ 7 + 2 =55; por tanto, seran aceptados Unicamente 55 estudiantes.

En una clase de educacién ﬁsnca. se ha cronometrado'el tiempo, en STE—— Ndmero de
segundos, que tarda cada estudiante en recorrer la pista de la can- segundos alumnos/as
cha de futbol. 8-9 11
) 9-10 10
1. ¢Qué porcentaje de estudiantes hizo un tiempo inferior a 10 se- 10-11 3
gundos? 11 s
2. ¢Qué porcentaje de estudiantes hizo un tiempo mayor o igual a 12 113 3
segundos? 514 5
3. Si se seleccionara al 50% de los estudiantes considerando los que -
tienen mayor velocidad, é¢cual es el tiempo maximo que se acep- 14-15 !
tara? Total 40




Realiza de manera ordenada lo que se solicita en cada situacidon planteada.

1. A continuacidn se muestran los registros que lleva una unidad de salud, del peso en libras, de los nifios
gue cumplieron 3 aios.

28 32 38 25 27 37 19 26 35 23
30 26 18 33 29 21 34 28 31 39
29 35 30 31 22 34 25 16 30 29
24 34 20 26 31 23 35 29 30 27
29 28 27 31 30 31 28 26 29 33

a) ldentifica el peso menory el peso mayor.

b) Construye una tabla con los datos agrupados en 6 clases de ancho 4 libras.
c) Representa la distribucién de datos mediante un histograma.

d) Elabora el poligono de frecuencia de la distribucidn a partir del histograma.

2. Una psicéloga llevd un registro sobre el nimero de peliculas que han visto cada uno de sus pacientes,
estos datos los clasificd en nifos y adultos, considerando la edad.

Niios Adultos
8 15 22 19 15 17 18 20 17 12 0 12 5 8 13 10 12 8 7 9
16 16 17 21 23 18 20 21 20 20 11 10 9 9 11 15 12 17 14 10
15 18 17 19 20 23 22 10 17 19 9 8 15 16 10 14 7 16 9 1
19 21 20 18 18 24 11 19 31 16 4 11 12 7 9 10 3 11 14
17 18 19 20 18 18 39 18 19 16 2 5 10 9 7 11 14 10 15

a) Con los datos del niumero de peliculas que ven los nifos, realiza lo siguiente:

e QOrganiza los datos en una tabla de distribucién de frecuencias con 8 clases, con un ancho de clases
igual a 4.

e ¢Cuantas peliculas ve la mayor cantidad de nifios?

e Representa la informacidon mediante un histograma.

b) Con los datos sobre el nimero de peliculas que ven los adultos, haz lo siguiente:
¢ Organiza los datos en una tabla de frecuencias con 6 clases (utiliza un ancho de clases igual a 3).

e (En cudl clase queda ubicada la mayor cantidad de adultos?
e Representa la informacién mediante un histograma.

c) ¢Esposible comparar las dos distribuciones mediante la grafica del poligono de frecuencias? Justifica
tu respuesta.

d) Escribe al menos una semejanza y una diferencia de las distribuciones.



1. El tiempo que transcurre entre la finalizacién de la presentacion de

un chiste y el momento en que una persona comienza a reirse se
denomina tiempo de reaccidn. En este contexto, la presentacion del
chiste es un estimulo y la aparicidén de la risa, la reaccidn. Se hizo un
experimento con un grupo de personas, en el que se midid el tiem-
po de reaccidn de sus integrantes ante un chiste y se registraron los
siguientes datos en décimas de segundos (ds).

a) Representa la distribucion mediante un poligono de frecuencias.
b) é Cudntas personas reaccionaron en un tiempo igual o mayor a 19
décimas de segundos, pero menor a 37?

Realiza de manera ordenada lo que se solicita en cada situacion planteada.

Tiempo Numero de
ends personas
13-19 4
19-25 9
25-31 36
31-37 32
37-43 12
43 -49 7
Total 100

c¢) éCuantas personas reaccionaron a un tiempo igual o mayor a 37 décimas de segundos?

d) Calcula el tiempo promedio de reaccién de la clase de personas que reaccionan entre las 25y 31

décimas de segundos.

e) Determina el porcentaje de personas que reaccionaron antes de las 25 décimas de segundos.

f) Determina el porcentaje de personas que reaccionaron en un tiempo igual o mayor a 31 décimas de

segundos.

. En una fébrica se ha medido la longitud de 1000 tornillos para de-
terminar si la maquina cortadora esta ajustada y se han obtenido los
siguientes datos:

a) Representa la informacion mediante un histograma.

b) Si se consideran aceptables las piezas cuya longitud esta en el in-
tervalo de 77 a 87 mm, écual es el porcentaje de piezas defectuo-
sas?

c) Calcula el porcentaje de piezas cuya medida es inferior a 77 mm.

d) Determina el porcentaje de tornillos cuya medida es 87 mm o
mas.

. La tabla muestra los tiempos en que han sido anotados los goles en los distintos partidos jugados en

Longitud Numero de
en mm tornillos
67-72 5
72-77 95
77 - 82 790
82-87 100
87-92 10

Total 1000

una temporada de futbol, en tu cuaderno completa la tabla y realiza lo que se pide en cada caso.

Punto

Tiempo en f
medio r

. Goles
minutos )

f%

0-15

15-30

30-45

45 - 60

60-75

|00 N |0 [ |u»,

75-90

Total

a) Elabora el respectivo histograma.
b) Representa la informacion mediante un poligono de frecuencias.

c) ¢Cuantos goles se han realizado en el primer tiempo (los primeros 45 minutos)?
d) ¢Qué porcentaje de goles ha sido realizado durante el segundo tiempo de juego?

e) ¢Qué porcentaje de goles se ha acertado entre el minuto 30y el 607




2.1 Sentido de las medidas de tendencia central

I Los datos corresponden al registro del total de clientes atendidos en las dos sucursales de una pana-

deria.
Sucursal A Sucursal B

14 23 38 40 19 31 10 22 24 20 30 57

49 26 24 30 32 34 46 29 28 24 21
1. Ordena la cantidad de clientes atendidos en ambas sucursales de menor a mayor.
2. Indentifica la cantidad minima y la cantidad maxima de clientes atendidos en ambas sucursales.
3. Determina el valor de la mediana de los datos de las dos sucursales.
4. Cudl es el valor de la moda de los datos sobre la cantidad de clientes atendidos en las dos sucursales

de la panaderia?

. Calcula la media aritmética de los datos de las dos sucursales de la panaderia.

. Al ordenar los datos de los clientes atendidos en las dos sucursales de la panaderia, se tiene:

Sucursal A: 14, 19, 23, 24, 26, 30, 31, 32, 38, 40, 49.
Sucursal B: 10, 20, 21, 22, 24, 24, 28, 29, 30, 34, 46, 57.

. La cantidad menor y la cantidad mayor de clientes atendidos en ambas sucursales es:

Sucursal A : Sucursal B

Cantidad menor: 14 . Cantidad menor: 10

Cantidad mayor: 49 Cantidad mayor: 57

La cantidad de clientes atendidos en sucursal A La cantidad de clientes atendidos en la
oscila entre 14 y 49. sucursal B oscila entre 10y 57.

. Como la mediana es el dato que ocupa la posicién central en la serie de datos, entonces, para cada

una de las series se tiene:

Sucursal A : Sucursal B

14, 19, 23, 24, 26, 30, 31, 32, 38, 40, 49 10, 20, 21, 22, 24, 24, 28, 29, 30, 34, 46, 57
Como son 11 datos, entonces la mediana es el Como tiene 12 datos, entonces se toman los dos
dato que ocupa la posicidn central, es decir, la valores centrales y se calcula el punto medio
posicién 6, por tanto: mediana = 30. entre ambos, es decir: mediana = @ =26.

. Al observar las dos series de datos se puede concluir que

e En la sucursal A, todos los datos aparecen una sola vez, por tanto, no tiene moda.
e En la sucursal B, el nUmero 24 aparece 2 veces, entonces: moda = 24.

. Para calcular la media aritmética es necesario sumar todos los datos y dividir el resultado entre el

Suma de todos los datos
numero de datos

numero de datos, tal como se aprendié en educacién basica; Media aritmética =
entonces, para los datos de las dos sucursales, se tiene:




Sucursal A: 14, 23, 38, 40, 19, 31, 49, 26, 24, 30, 32.

Media aritmética = 14+23+38+40+19+ii+49+26+24+30+32=31216=29.6.

Sucursal B: 10, 22, 24, 20, 30, 57, 34, 46, 29, 28, 24, 21.

10+22+24+20+30+57+34+46+29+28+24+21 345

1 =1 =28.8.

Media aritmética =

-

C Tal como se aprendié en eduacion basica, se pueden calcular valores representativos que pueden des-
cribir una serie de datos, los cuales se han calculado en el ejemplo anterior y se detallan a continuacion:

La mediana es el valor que ocupa la posicién central en una serie de datos, cuando ya han sido orde-

nados de menor a mayor. Para determinar el valor de la mediana, se consideran los siguientes casos:

a) Cuando el numero de datos n es impar, la mediana es el dato x que ocupa la posicion central. En
este caso, para determinar la posicién central se utiliza la formula %3+, para el ejemplo anterior de la

sucursal A, n = 11, entonces la posicién de la mediana es: 252 =12 = ¢,

b) Cuando el nimero de datos n es par, la mediana es el nimero que se encuentra entre los datos
centrales, pues al determinar la posicidn de la mediana, se obtiene un valor que no corresponde a
la posicion de ningln dato de la serie, por ejemplo, para el caso de la sucursal B, n = 12, entonces, al
determinar la posicion de la mediana, 12; = 1—23 = 6.5, lo que indica que la mediana es el nUmero que
estd entre el dato 6 y el dato 7. En este caso, la mediana = Punto medio de los dos datos centrales.

La moda es el valor que aparece la mayor cantidad de veces en una serie, es decir, la moda es el dato
gue tiene la mayor frecuencia. En casos en que todos los datos aparecen igual cantidad de veces, se
dice que la serie no tiene moda o que carece de moda.

La media aritmética () es el nUmero que resulta de dividir la suma de todos lo datos x entre el nimero

de datos . y que se conoce también como promedio. Media aritmética = 24radetodoslosx

Las siguientes series de datos corresponden a las ventas expresadas en ddlares, de los Ultimos 15 dias,
de las dos sucursales de la minitienda La Esquina:

Sucursal 1: 125, 35, 50, 40, 80, 100, 70, 50, 125, 75, 80, 90, 80, 80, 35.
Sucursal 2: 100, 75, 50, 80, 60, 40, 70, 75, 140, 90, 75, 70, 150, 50, 90.

Con los datos de cada sucursal realiza lo siguiente:

1. Ordena los datos de menor a mayor.

2. ldentifica el minimo y el maximo.

3. Determina la mediana.

4. |dentifica el valor de la moda.

5. Calcula la media aritmética.

6. ¢ Es posible determinar cudl sucursal genera mayores ingresos?



2.2 Media aritmética

P

éCOmo se puede determinar la media aritmética de una serie de datos N ale
organizada en una distribucion de frecuencias? Edades clientes
La tabla contiene el registro de las edades de 30 clientes atendidos el f
dia de la secretaria, en la sucursal A de la sala de belleza El Buen Gusto. 20- 24 8
Realiza lo siguiente: 24-28 1
. 28-32 8

1. Calcula el punto medio de cada clase. 3236
2. Multiplica cada punto medio por la respectiva frecuencia. 23640 1
3. Suma los resultados obtenidos en el numeral dos, luego divide el total

. , Total 30

obtenido entre el nimero de datos.

4. Compara el resultado obtenido en el numeral 3, con la media aritméti-
ca de los datos de la clase 1 de esta unidad.

Revisa la clase 1 de la unidad.

S 1. Como ya se aprendid a calcular el punto medio en una distribucidén de frecuencias en clases anterio- )
res, entonces para calcularlos se aplica la formula: punto medio = Lmite superior + limite inferior, y; se | agrega
otra columna a la tabla anterior para escribir los resultados. Por ejemplo, para la clase 1:

pm=22320=2)
Numero Punto
Edades de clientes |  medio
f (Pm)
20-24 8 22
24-28 11 26
28-32 8 30
32-36 34
36-40 38
Total
2.Se multiplica el punto medio de cada clase por la respectiva frecuencia, y se le agrega una nueva
columna a la tabla para agregar los resultados, por ejemplo para la clase 1 se tiene:
Punto medio x frecuencia = Pm x f=22x8 =176
Numero de Punto
Edades clientes medio Pm x f
f (Pm)
20-24 8 22 176
24-28 11 26 286
28 -32 8 30 240
32-36 34 68
36-40 38 38
Total 30 808
k J




3.Se suman los resultados obtenidos en el numeral anterior, luego se divide el resultado entre el
numero de datos.

Suma de todos los productos de Pm x f _ 808 _ 26.9
Ndmero de datos T30 7

Generalmente, en las empresas, cuando el objetivo no es el calculo,
sino el analisis de datos, el promedio o media aritmética se puede
determinar mediante el uso de un programa informatico como Ex- 24 23 28 30 29 31

cel, Calc o GeoGebra. 27 26 24 30 32 29

Por ejemplo, se puede determinar el promedio de la edad de clien- 21 22 27 33 30 24
tes atendidos en la sucursal A de la sala de belleza El Buen Gusto.

24 21 26 24 30 39
Se digitan los datos que corresponden a la edad de los 30 clientes 24 272 22 24 21 20
de la sucursal A de la sala de belleza “El Buen Gusto”, y se calculala
media aritmética, obteniéndose | = 26.2.

4. El resultado del numeral 3 es 26.9 y la media aritmética de los datos sin organizar en distribucién
de frecuencias calculado mediante el uso de un programa informatico es 26.2, tal como se muestra
arriba, la diferencia entre los dos valores es pequefia, por lo que se puede utilizar cualquiera de las
dos formas para calcular el promedio de las edades.

S

C Para determinar la media aritmética de una serie de datos organizados en una distribucion de frecuen-
cias, se utiliza la ecuacién: Media aritmética = 3“madetodos los productosde Pmxf 4| como se muestra en el
ejemplo desarrollado.

1. La tabla contiene el registro de las edades de 30 clientes atendidos el dia de la secretaria, en la
sucursal B, de la sala de belleza El Buen Gusto, realiza lo siguiente:

a) Completa la tabla.
b) Calcula la media aritmética.

2. Compara la media aritmética de las dos sucursales, ¢ en cual de las dos es mayor la edad promedio de
los clientes atendidos?

Numero de Punto
Edades clientes . fxPm
medio (Pm)

1)}
20-24 11
24 -28
28-32
32-36
36-40 2
Total 30




2.3 Propiedades de la media aritmética

I Analiza la siguiente situacion, luego realiza lo que se pide en cada caso.

La empresa A tiene 25 empleados y les paga un salario promedio de 350 ddlares, mientras que la em-
presa B tiene Unicamente 15 empleados con un salario promedio de 600 ddlares.

N

. Calcula el monto mensual que invierte cada una de las empresas en el pago de los empleados.

. Si la empresa B realiza un aumento general de 50 ddlares, é¢cual es el nuevo salario promedio?

. Los empleados de la empresa A piden un aumento para el proximo ano, el duefio de la empresa les
presenta dos opciones, écalcula el nuevo salario promedio en cada caso?, écudl opcion recomenda-
rias a los empleados?, ¢por qué?

a) Un aumento general de 65 dodlares.
b) Un aumento del 20% sobre el salario actual.

S Para resolver las situaciones planteadas se considerara la informaciéon proporcionada en el problema.

EMPRESA A EMPRESA B
Salario promedio = media aritmética = $350 Salario promedio = media aritmética = S600

. El monto mensual se determina multiplicando el salario promedio por la cantidad de empleados que
tiene cada empresa.

Monto mensual = 350 x 25 = 8750 Monto mensual = 600 x 15 = 9000

.Si la empresa aumenta 50 ddlares en el salario a todos los empleados, entonces estard invirtiendo

cada mes un total de

9000 + 15(50) =9000 + 750 = 9750, al dividir el total entre el nUmero de empleados se tiene:

9;%) = 650; por tanto, el nuevo salario mensual serd de 650 ddlares; observa que es la media que se

tenia mas los 50 ddlares.

. Al determinar el nuevo salario considerando las dos propuestas, se tiene:

Opcidn 1: aumento general de 65 dodlares Opcidn 2: aumento del 20% sobre el salario actual
Salario promedio actual: 350 Salario promedio actual: 350
Monto mensual: 8 750 Monto mensual: 8 750

Nuevo gasto mensual: 8 750 + 65 x 25 =10375 Nuevo gasto mensual: 8 750 + 20%(8 750) = 10500
Nuevo salario promedio:

10375 _
55 =415

Nuevo salario promedio: % =420

Justificacion:

Recomendaria la primera opcidn, pues aunque el salario promedio es 5 délares menos que la segun-
da opcidn, todos recibiran igual cantidad y es mas justo, ya que en el caso de la segunda opcidn reci-
birdn mayor aumento los que tengan el salario mas alto, mientras que los que ganan menos tendran
un menor aumento.




C A partir de la definicion de la media aritmética = S4madetodosiosdatos (x) ' se ghtiene que la suma de los

datos de una serie es igual a n veces la media aritmética; es decir, ny = Suma de todos los datos x. La
media aritmética posee algunas propiedades, entre las cuales se tienen:

e Si atodos los valores de la variable se les suma una misma cantidad, la media aritmética queda au-
mentada en dicha cantidad. Por ejemplo, la serie 3,4, 5, 4, 9; tiene u =5, si a cada dato se le suma 2,
se obtiene la serie 5,6, 7, 6, 11; cuyamediaespu=5+2=7.

¢ Sitodos los valores de la variable se multiplican por una misma constante, la media aritmética queda
multiplicada por dicha constante. Por ejemplo, la serie 3, 4, 5, 4, 9; tiene u = 5, si cada dato se multi-
plica por 2, se obtiene la serie 6, 8, 10, 8, 18 cuya media es p = 5(2) = 10.

Analiza la siguiente situacion, luego realiza lo que se pide en cada caso.

1. Durante un mes, el Dr. Martinez llevd un registro del pago realizado por sus pacientes en cada cita a
la que asistieron, al final realizo el cdlculo y obtuvo un pago promedio de 75 délares; para el préximo
mes ha pensado poner una promocién y tiene las dos propuestas siguientes:

a) Descuento del 10% sobre el costo total al momento de realizar el pago.
b) Descuento de 10 délares sobre el monto a pagar.

Calcula el valor medio de pago en cada caso, écudl opcidn crees que beneficia mas a los pacientes?,
épor qué?

2. En un supermercado, cada cajera/o al final del turno entrega una venta promedio de $3,500.00. Con
el objetivo de mejorar las ventas, el administrador propone a todos los cajeros las siguientes opcio-
nes:

a) Aumentar las ventas en un 10% sobre el total que entregan en este momento.
b) Aumentar 300 ddlares mas de la meta establecida en ese momento.

Calcula el valor medio de venta en cada caso, éicual opcidn crees que beneficia a la empresa? Justifica
tu respuesta.

3. El salario promedio de 3 técnicos es de $900.00, y el salario promedio de otros 7 técnicos es de
$1,050.00. ¢Cual es el salario promedio de los 10 técnicos?

4. Un conductor estuvo yendo dos horas a una velocidad promedio de 120 km/hora, la hora siguiente
viajo a una velocidad de 90 km/hora. Calcula la velocidad media a la que viajé durante toda la carre-
ra.



2.4 Mediana y moda

P

¢Como se puede determinar la medianayla moda de una serie de datos

organizada en una distribucion de frecuencias? Edades Nl:“nz;?;se

La tabla contiene el registro de las edades de 30 clientes atendidos el

dia de la secretaria, en la sucursal A, de la sala de belleza El Buen Gusto, 20-24 8

realiza lo siguiente: 24-28 1

28-32 8

1. Identifica la clase donde se encuentra la mediana. 32-36

2. Calcula el punto medio de la clase donde se encuentra la mediana. 36 -40 1

3. Identifica la clase donde se encuentra la mayor frecuencia. Total 30

4. Calcula el punto medio de la clase que tiene la mayor frecuencia.

1. Como la mediana es el dato que ocupa la posicion central, T — Datos
entonces es necesario identificar la clase en la que se Edades cientes | acumulados
encuentra el dato central, para ello se suman las frecuencias 2024 g g
hasta obtener la mitad del total. Como el total de datos es 2428 " 1
30, la mitad es 15, entonces la clase en que se encuentra la
mediana es la segunda; pues 8 + 11 = 19. 28-32 8 27

2. El punto medio de la segunda clase es Pm = 24328 =32 = 26, 32-36 29

3. La clase que tiene la mayor frecuencia, para esta distribucion 36 - 40 30
es la segunda, de 24 a 28. Total 30

4. El punto medio de la clase que tiene la mayor frecuencia es 26.

El punto medio de la clase donde se encuentra la mediana corresponde aproximadamente al dato que
ocupa la posicidn central de la serie, es decir corresponde al valor de la mediana; mientras que el punto
medio de la clase de mayor frecuencia corresponde aproximadamente al valor de la moda.

Cuando se tiene una distribucidn de frecuencias, existen distintos métodos para determinar el valor
de la mediana y la moda, en este caso se ha considerado Unicamente el método que se conoce como

aproximado, donde

Para determinar la mediana:

¢ Se identifica la clase donde queda ubicado el dato que ocupa la posicién central % clase mediana.
¢ El valor aproximado de la mediana serd el punto medio de la clase mediana.

Para determinar la moda:
¢ Se identifica la clase cuya frecuencia sea mayor clase modal.
¢ El valor aproximado de la moda es el valor medio de la clase modal.

1. La tabla contiene el registro de las edades de 30 clientes atendidos
el dia de la secretaria, en la sucursal B, de la sala de belleza El Buen

Gusto, realiza lo iguiente:

a) Determina la moda.

b) Determina la mediana.

2. Construye el poligono de frecuencia de la distribucién de datos e

identifica el valor de la moda.

Edades NUmero de
clientes

20-24 11

24 -28

28-32

32-36

36-40

Total 30




2.5 Propiedades de las medidas de tendencia central

P Compara las siguientes series de datos A, By C.
A:3,4,5,5,7,8,10 B:3,4,5,5,7,8, 20 C:9,12,15,15,21, 24,30

1. Determina la moda, mediana y media aritmética para cada serie.

2. Al cambiar el nimero 10 de la serie A por el 20 en la serie B, équé sucede con el valor de cada una
de las siguientes medidas de tendencia central?

3. Al multiplicar por 3 los datos de la serie A, se genera la serie de datos C, équé sucede con los valores
de cada una de las siguientes medidas de tendencia central?

-
S 1. Para determinar las medidas de tendencia central de cada serie, se trabajan por separado:
Paralaserie A: 3,4,5,5,7,8, 10 Moda=5 Mediana=5 pu= 3+4+5+57+7+8+10 =6
Parala serieB: 3,4,5,5, 7, 8, 20 Moda=5 Mediana=5 p= 3+4+5+57+7+8+20= 7.4

Para la serie C: 9, 12, 15, 15, 21, 24, 30 Moda = 15 Mediana =15 p=2*12+1o+t1o+21+24+30_ 19

2. Al comparar los valores de la moda, mediana y media aritmética de la serie A con los de la serie B, se
puede observar que el valor de la moda y de la mediana, se mantienen, pero el de la media arimética
aumenta.

3. Al comparar los valores de la moda, mediana y media aritmética de la serie A con la serie C, se puede
observar que quedan multiplicados por 3. Por ejemplo la moda y la mediana para la serie Aes5y
para la serie C es 15, la media para la serie A es 6 y para la serie C es 18.

C Caracteristicas y usos de las medidas de tendencia central:
La moda, mediana y media aritmética son Ilamadas medidas de tendencia central, debido a que cuando
los datos se ordenan de menor a mayor o viceversa, estas tienden a quedar ubicadas en el centro de
la serie.
¢ La moda y la mediana se pueden utilizar para series de datos cualitativos (no numéricos) y cuanti-
tativos (numéricos), ademas no se ven afectadas por los valores extremos de una serie de datos; tal
como se muestra en el numeral 2 del ejemplo anterior.

¢ La media aritmética se utiliza Unicamente para series de datos cuantitativos (numéricos); aunque la
media es confiable en el sentido de que toma en cuenta todos los valores del conjunto de datos, pue-
de verse afectada por valores extremos que no son representativos del resto de los datos, tal como
se muestra en el numeral 2 del ejemplo anterior.

Determina la moda, mediana y media arimética para cada una de las siguientes series de datos:
A)0,1,1,2,2,3,3,3,4,5
B)O01,1,2,2,3,3,3,4,9
C)0,2,2,4,4,6,6,6,8,10
D) 0,5,5, 10, 10, 15, 15, 15, 20, 25

1. Compara los resultados obtenidos, équé concluyes?
2. ¢éQué sucederia con las tres medidas de tendencia central si a cada dato de la serie A se le suma 67



En tu cuaderno, realiza de manera ordenada lo que se pide en cada caso.

1. El tiempo que transcurre entre la finalizacidén de la presentacion de
un chiste y el momento en que una persona comienza a reirse, se
denomina tiempo de reaccidn; en este contexto, la presentacion del
chiste es un estimulo y la aparicién de la risa, la reaccién. Se hizo un
experimento con un grupo de personas, en el que se midié el tiempo
de reaccién de sus integrantes ante un chiste y se registraron los
siguientes datos en décimas de segundos (ds).

a) Calcula el tiempo promedio de reaccién.
b) Calcula la moda del tiempo de reaccién.
c) Calcula la mediana del tiempo.

. En una fabrica se ha medido la longitud de 1000 tornillos para
determinar si la maquina cortadora estd ajustada y se han obtenido
los siguientes datos:

a) Calcula la longitud promedio de los tornillos.
b) Determina la moda de las longitudes.
c) Calcula el valor de la mediana de la serie.

. La tabla muestra los tiempos en que han sido anotados los goles en
los distintos partidos de una temporada de futbol. Completa la tabla
y realiza lo que se pide en cada caso.

a) Calcula el tiempo promedio.
b) Determina la moda del tiempo.
c) Calcula el valor de la mediana.

. La tabla detalla los pesos en kilogramos de una muestra de 30
jévenes. Completa la tabla y realiza lo que se pide en cada caso.

a) Calcula el peso promedio.
b) Determina la moda de los pesos.
c) Calcula el valor de la mediana.

Tiempo Numero de
ends personas
13-19 4
19-25 9
25-31 36
31-37 32
37-43 12
43 -49 7
Total 100

Longitud Numero de
en mm tornillos
67-72 5
72-77 95
77 - 82 790
82 -87 100
87-92 10
Total 1000

minctos. | G010
0-15 5

15-30 6
30-45 7
45 - 60 8
60 - 75 7
75-90 6
Total 39

Peso (kg) N2 de nifios

245-27.5
27.5-30.5 7
30.5-33.5 10
33.5-36.5 6
36.5-39.5
39.5-425

Total 30




En tu cuaderno, realiza de manera ordenada lo que se pide en cada caso.

1. Se han exprimido 30 naranjas y se ha medido la cantidad de jugo obtenido, expresada en centilitros(cl).
Los resultados fueron:
35, 60, 48, 39, 40, 39, 45, 38, 46, 50, 51, 59, 56, 55, 49, 47, 48, 49, 56, 53,47, 50, 52, 57, 58, 52, 60, 65,
46, 51.
a) Agrupa los datos en intervalos de amplitud 8 cl, comenzando por la clase de 30 a 38.
b) Realiza la tabla de frecuencias y represéntala en un poligono de frecuencias.
¢) Encuentra el valor de la mediana, media y moda.

2. Los agricultores de cierta cooperativa han llevado un registro de la cantidad de quintales de maiz reco-
gidos por manzana. Los resultados fueron:
32, 37, 54, 70, 74, 75, 76, 109, 66, 77, 90, 96, 30, 41, 42, 69, 36,59, 60, 55, 70, 47, 32, 99,
48.
a) Ordena los datos de menor a mayor.
b) Agrupa los datos en cinco intervalos de amplitud 16, comenzando por la clase de 30 a 46.
¢) Encuentra la moda, media y mediana.
d) Al haber calculado los valores representativos, ¢qué conclusiones puedes sacar?

3. En una cooperativa dedicada a la agricultura, el salario medio es de 160 ddlares. A partir del 2017 el
nuevo salario promedio sera de 200 délares. Si la cooperativa tiene 50 empleados:
a) ¢Cudnto pagaba mensualmente en concepto de planilla de salarios durante 2016?
b) éCuanto deberd pagar mensualmente en concepto de planilla de salarios durante 20177
c) Determina el incremento mensual en concepto de planilla.

4. Pregunta la edad a cada uno de tus compafieras/os, luego determina:
a) La edad media, moda y mediana.
b) Si para el proximo afo se mantienen exactamente los mismos comparieros, écudl sera la edad me-
dia, moda y mediana.
c) Sien 10 afios todos estuviesen juntos, ¢cudl seria la edad promedio?

5. Don Carlos tiene una tienda y mensualmente lleva el registro de las ganancias, al final del afio descubrio
gue tuvo una ganancia mensual promedio de 300 délares.
a) Determina el total de ganancias obtenidas durante todo el afio.
b) Siparael 2017, espera un aumento del 10% en las ganacias, écual seria el nuevo promedio mensual
de las ganacias?

6. Don Antonio paga un promedio de 14 ddlares mensualmente en concepto de energia eléctrica, deter-
mina el gasto total anual en energia eléctrica.

7. Carmen estudia ingenieria electrénica y gasta mensualmente un promedio de 200 délares.
a) Determina el gasto total anual que invertird en sus estudios.
b) Sila carrera tiene una duracién aproximada de 6 afios, determina la inversion total.



2.8 Relacion entre media, moda y mediana

P La grafica corresponde al registro de A~

las edades de 30 clientes atendidos el
dia de la secretaria en cada una de las
dos sucursales Ay B de la sala de belle-
za El Buen Gusto, realiza lo siguiente:

1. Traza una linea vertical para identifi-
car el valor de la moda.

2.Compara los valores de la moda,
mediana y media aritmética, luego
identifica qué posicién le correspon-
de a la media y la mediana respec-
to a la moda, para cada distribucién 2
(estos valores han sido calculados en

clases anteriores).

N° de clientes

Sucursal|A

Sucursal B

\\ 74

e T EE SO

30 34 38 ily)
Edades

. En la grafica se muestra la linea vertical que se traza desde el punto mas alto del poligono hacia la

recta horizontal o eje x, el punto donde corta al eje x, es el valor aproximado de la moda. Para la
sucursal A es 26 y para la sucursal B es 22.

N° de clientes

N

10

Sucursal|A

Sucursal B

L 2
4

Mediana B

0] 18 22 42 ’
Moda B Edades
Moda A uB 27
Mediana A P-A 26.9

2. Al comparar los valores de la moda, mediana y media aritmética, se tiene:

¢ Para la distribucién correspondiente a la sucursal A, moda = 26, mediana = 26 y u = 26.9, es decir
gue la moda y la mediana tienen igual valor y la media aritmética es mayor.

¢ Para la distribucidn correspondiente a la sucursal B, moda = 22, mediana =26y u =27, es decir que
la moda es menor que la mediana y esta a su vez es menor que la media aritmética.




C Para una distribucion de frecuencias, la forma del grafico depende de la relacidon que existe entre el
valor de la moda, mediana y media aritmética, es decir:

¢ Si en una distribucion de frecuencias, la moda, mediana y media aritmética tienen igual valor, se dice
gue es una distribucion simétrica.

¢ Si en una distribucidn de frecuencias, la moda, mediana y media aritmética tienen la siguiente re-
lacién media > mediana > moda, se dice que la distribuciéon es asimétrica o con cola a la derecha
(sesgada a la derecha).

¢ Si en una distribucidn de frecuencias, la moda, mediana y media aritmética tienen la siguiente re-
lacién: media < mediana < moda, se dice que la distribucién es asimétrica o con cola a la izquierda
(sesgada a la izquierda).

AR Media £ |\
Media Moda Moda Media

Mediana
Mediana Moda Mediana
Asimétrica hacia Asimétrica hacia
la izquierda la derecha

1. Observa la forma de las siguientes graficas, las cuales corresponden a una distribucién de datos, lue-
go realiza lo siguiente para cada caso:
a) ldentifica el valor aproximado de la moda.
b) Determina la relaciéon entre media, moda y mediana a partir de la forma del grafico.

/] 35\

35

30 30

25 25

20 20

15

15
Poligono de freduencias

Poligono de frecuencias 10

10

. 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 > 5 10 15 20 25 30 35 40 45
2. L_a dlstrlbu.uo'n de los resultados de la PAES 2016_en u_n cc?n_\plejo educativo PAES, es la Prueba de
tiene los siguientes valores representativos: media aritmética 7.7, moda 6.5 | Aprendizaje y Aptitu-

y mediana 7 puntos. des que el Ministerio

a) A partir de la relacién entre los tres valores representantivos, describe el | de Educacién aplica a
tipo de distribucién que corresponde a los resultados de la PAES, para ese | €studiantes egresados
leio ed . de Educacién Media del
complejo educactivo. o » sector publico y priva-
b) Elabora un boceto de la distribucién representando lo valores dados. do.




3.1 Valor aproximado

P Calcula el valor de 33 + 7 y realiza lo siguiente: En ciencias se usan dos clases de nimeros: los que se
cuentan o definen y los que resultan de una medicion.
1. Redondea el resultado hasta las centésimas.
2. Diferencia entre el valor real y el valor redondeado.
3. Calcula el rango del valor real.

Del numero contado o definido se puede especificar su
valor exacto, pero el valor exacto de un numero medi-
do no puede conocerse.

S Al calcular el cociente de 33 + 7 se obtiene 4.714, con un residuo de 2, si se encuentra )
el cociente con calculadora se obtiene 4.714285714285714... 33 |7
1. Al redondear el resultado hasta las centécimas, se obtiene 4.71. 50 4.714
2. Al aproximar a las centésimas, se genera un margen de error que su valor absoluto 10
puede ser a lo sumo de 0.005, esto debido a que si el digito que sigue a 1 en el 302

numero 4.71 fuese 5 o mayor a cinco, entonces se aproximara a 4.72.

(4.714285714285714...) — (4.71) = 0.004285714...

3. Considerando el margen de error, se puede encontrar el rango del valor real; es decir que al redondear
4.71, este puede representar muchos valores, por ejemplo:
4.705, 4.706, 4.707, 4.708, 4.709, 4.710, 4.711, 4.712; al llegar a 4.715, este puede ser redondeado
a4.72. Entonces, 4.71 puede estar comprendido entre 4.705y 4.715, pero sin incluir el 4.715; es
decir, 4.705<4.71 < 4.715.

C Cuando se calcula un cociente aplicando un proceso de division o mediante el uso de una calculadora,
se pueden obtener hasta ocho o mas digitos. Para redondear a 2 o 3 cifras significativas se aplican las
reglas de redondeo aprendidas en educacién basica.

e Sj el primer digito que se eliminara es menor que 5, ese digito y todos los digitos que le siguen, sim-
plemente se eliminan.

e Sj el primer digito que se eliminard es mayor de 5 o si es 5 seguido de digitos diferentes de cero, to-
dos los digitos siguientes se suprimen y el valor del ultimo digito que se conserva se aumenta en una
unidad.

El nimero obtenido después de aplicar redondeo se llama valor aproximado vy al resultado con todos
los digitos se le llama valor real o valor exacto. A la diferencia entre el valor real y el aproximado se le
llama margen de error.

El valor absoluto del margen de error, puede ser como maximo la mitad de la unidad a la que se
aproxima un numero, por ejemplo: si se tiene como resultado 12 redondeado hasta las unidades, el
valor absoluto del margen de error puede ser como maximo 0.5, por tanto el valor real puede estar
entre 11.5y 12.5; es decir:

11.5<12<12.5
Si el resultado fuese 8.4 redondeado hasta las décimas, el valor absoluto del margen de error puede
ser como maximo 0.05, por tanto el valor real puede estar entre 8.35 y 8.45; es decir, 8.35 < 8.4 < 8.45.

Para cada uno de los siguientes literales:
1. Determina el valor aproximado segun se indica en cada caso.
2. Calcula el valor absoluto del margen de error.
3. Determina el rango del valor absoluto del valor real.
Redondear a las décimas: Calcular y redondear a las centésimas:
a)3.5465 b) 5.23178 ) 2.4751 d) 18+7 e) 10+3 f) 26 +11



3.2 Digitos significativos

P En el 2007 se realizé un censo poblacional en el que se refleja la poblacidn
por departamento; por ejemplo, Cuscatlan tenia una poblacion de 231480y

Ahuachapan tenia 319 503 habitantes.

1. Redondea a la unidad de millar mds préxima, la poblacién de los dos depar-

tamentos.

Las potencias de 10 son:
10=10"
100 = 102
1000 = 103, etc.

2. Escribe la poblacién aproximada con un nimero igual o mayor que 1 multi-
plicado por la mayor potencia de 10 que sea posible.

1. Al redondear el dato la poblacién de los dos departamentos a las unidades de millar mas préxima, se

tiene:
Cuscatlan
El digito que ocupa la posicidn de las unidades de
millar es 1, al redondear es necesario considerar
la reglay como el nimero que sigue es 4, simple-
mente se eliminan los digitos siguientes, asi se
obtiene que 231480 = 231000.

En este caso, 231000 oscila entre 230500 vy
231499, es decir, 230500 < 231000 < 231500.
Entonces, el 2, 3 y 1 son digitos significativos.

Ahuachapan
El digito que ocupa la posicién de las unidad de
millar es el 9, al redondear es necesario conside-
rar la regla y como el digito que ocupa la posicidn
siguientes es 5, se le suma una unidad, asi se ob-
tiene que 319503 = 320000.

En este caso, 320000 oscila entre 319500 vy
320499, es decir, 319500 < 320000 < 320500.
Entonces el 3, 2 y 0 son digitos significativos.

2. Al expresar como el producto de un nimero por la mayor potencia de 10, se tiene:

320000 =3.20 x 10°

Se deja el 3 en la parte entera y los otros di-
gitos se cuentan para colocar el exponente
de la potencia de 10, sin olvidar colocar los
otros dos digitos significativos (2 y 0), des-
pués del punto decimal.

231000 =2.31x10°

Se deja el 2 en la parte entera y los otros di-
gitos se cuentan para colocar el exponente
de la potencia de 10, sin olvidar colocar los
otros dos digitos significativos (3 y 1), des-
pués del punto decimal.

C Cuando se aproxima una cantidad o cuando se realiza cualquier medicién o cdlculo, los digitos que tie-
nen un significado real y que por tanto aportan alguna informacién para determinar el valor real, se les
llama digitos significativos o cifras significativas. Para determinar la cantidad de digitos significativos
se consideran ciertas reglas, entre las que se tienen:

1. En numeros que no contienen ceros, todos los digitos son significativos; por ejemplo, 345 tiene 3
digitos significativos.

2. Todos los ceros entre digitos significativos son significativos; por ejemplo, 2109 tiene 4 cifras signifi-
cativas.



3. Los ceros a la izquierda del primer digito, que no es cero, sirven solamente para fijar la posicion del
punto decimal y no son significativos, por ejemplo 0.048, tiene solamente 2 cifras significativas.

4. En un numero con digitos a la derecha del punto decimal, los ceros a la derecha del dltimo nimero
diferente de cero son significativos; por ejemplo, 3.20000 x 10°, tiene 6 cifras significativas.

5. En un nimero que no tiene punto decimal y que termina con uno o mas ceros (como 4 700), los ceros
con los cuales termina el nUmero pueden ser o no significativos. El nUmero es ambiguo en términos
de cifras significativas. Para especificar el nUmero de cifras significativas, se requiere informacion
adicional acerca de cdmo se obtuvo el numero. Si el nUmero es resultado de una medicion, los ceros
probablemente no son significativos. Si el nUmero ha sido contado o definido, todos los digitos son
significativos (suponiendo que el recuento haya sido perfecto).

Para evitar la ambigliedad sobre el nimero de cifras significativas de un nimero, se expresan como
el producto de un nimero por una potencia de 10 (un nimero que tenga un solo digito en la parte
entera) x (potencia de 10) de la forma a x 10", donde 1 < a < 10, tal como se muestra en el numeral
2 del ejemplo desarrollado. Cuando un nimero esta expresado de esta forma, se dice que estd en
notacion cientifica.

La notacidn cientifica se utiliza para expresar facilmente nimeros muy grandes o muy pequefios, en
este grado se trabajara Unicamente para numeros muy grandes.

®La extension territorial de América Central o Centroamérica es de 507 900 kildmetros cuadrados.

1. Expresa la extension territorial de Centroamérica como notacion cientifica, considera los casos
siguientes:
a) 2 cifras significativas.
b) 3 cifras significativas.
c) 4 cifras significativas.

2. Analiza cada caso y determina el rango del valor real.

Solucion.
1. Al expresar en notacion cientifica, se tiene:
a) 507900 =~ 5.1 10° b) 507900 = 5.08 x 10° c) 507900 = 5.079 x 10°

2. Al analizar cada caso, se tiene:
a)5.05<5.1<5.15 b) 5.075 <5.08 < 5.085 c) 5.0785<5.079 < 5.0795

Por tanto, la cantidad de digitos significativos que se deben tomar, depende de qué tan pequefio se
desee el margen de error de los datos con los que se esta trabajando.

Expresa las siguientes cantidades en notacion cientifica con 4 cifras significativas, para tal efecto, hay
gue redondear hasta el cuarto digito desde la izquierda.

a) 504.70 b) 257800 c) 3400587 d) 72130000000



3.3 Cantidades en notacion cientifica

P Lee la siguiente situacidn y realiza lo que se pide en cada numeral.
“La unidad astrondmica (ua) es una unidad de longitud y es aproxi-
madamente igual a la distancia media entre la Tierra y el Sol. Su

valor, medido experimentalmente, dado en el Sistema Internacio- Una unidad
nal de Unidades es 149 597 870.7 km”. astronomica

1. Redondea la cantidad a la unidad de millén mas proxima.
2. Identifica cudles son los digitos significativos.
3. Expresa la cantidad redondeada en notacién cientifica.

S 1. Al redondear 149597870.7 ala unidad de millén mas préxima, se obtiene 150000 000.

2.150000 tiene 3 digitos significativos: 1, 5y 0, pues los otros ceros se obtienen de la aproximacion.

3.

Para expresar en notacién cientifica 150000000, se coloca el punto después del 1, luego se cuentan
los digitos que quedan a la derecha del punto; es decir, 150 000 000 = 1.50000000 x 108, como solo los
primeros 3 digitos son significativos, se dejan Unicamente dos digitos después del punto; entonces,
1.50 x 108.

En cada una de las situaciones siguientes, realiza lo que se indica en cada literal, sobre los datos que
aparecen en negrilla.

4.

.Un ano luz es la distancia que recorre la luz en un

.Saturno es el segundo planeta mas grande del

a) Redondea cada una a 4 cifras significativas.
b) Exprésala en notacién cientifica (nimero que tenga un solo digito en la parte entera) x (potencia
de 10).

. La velocidad de la luz en el vacio es de 299792458 m/s.

afio. Equivale aproximadamente a 9460800000 000
km.
Saturno

Sistema Solar y el Unico con anillos visibles desde
la Tierra, tiene una distancia media al sol de
1429400000 kildometros aproximadamente.

Urano fue descubierto por William Herschel en 1781
y tiene un radio ecuatorial de 25559 kildmetros.

5.La Luna orbita la Tierra a una distancia media de
384403 km.
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